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Kef�laio 0

Eisagwg 

H TopologÐa apoteleÐ mia �krwc endiafèrousa kai idiaÐtera shmantik  perioq 

twn majhmatik¸n, h melèth thc opoÐac den ja sac eisag�gei mìnon se nèec

ènnoiec kai jewr mata, all� ja jèsei epÐ t�phtoc kai  dh gnwstèc ènnoiec,

ìpwc gia par�deigma thn ènnoia thc suneqoÔc sun�rthshc. O periorismìc

mac wstìso se mia tètoia perigraf  ja meÐwne thn pragmatik  shmasÐa tou

antikeimènou autoÔ, to opoÐo eÐnai tìso jemeli¸dec san kìmboc twn majhmatik¸n,

¸ste na parousi�zetai se k�je �llh perioq  thc majhmatik c epist mhc. Autì

eÐnai pou topojeteÐ thn TopologÐa uyhl�, se ìsouc jèloun na gÐnoun majhmatikoÐ,

anex�rthta an h pr¸th touc �majhmatik  ag�ph� periorÐzetai sthn 'Algebra

  se tomeÐc ìpwc thc An�lushc, thc JewrÐac Kathgori¸n, thc JewrÐac tou

Q�ouc, thc Mhqanik c, thc GewmetrÐac, twn Biomhqanik¸n Majhmatik¸n, thc

Majhmatik c BiologÐac, twn Majhmatik¸n Oikonomik¸n, twn Qrhmatooiko-

nomik¸n, thc Majhmatik c MontelopoÐhshc, thc Majhmatik c Fusik c, twn

Majhmatik¸n Epikoinwni¸n, thc JewrÐac Arijm¸n, twn Arijmhtik¸n Mejìdwn,

thc Epiqeirhsiak c 'Ereunac, thc Statistik c klp. (H analutik  bibliografÐa

sto tèloc tou biblÐou arkeÐ gia na gÐnei katanohtì ìti h topologÐa èqei,

pr�gmati, �mesh sqèsh me ta proanaferjènta antikeÐmena kai ìqi mìnon me

aut�.)

Topologikèc ènnoiec ìpwc h sumpagìthta, h sunektikìthta kai h puknìthta

eÐnai tìso basikèc gia ènan sÔgqrono majhmatikì, ìso shmantikèc up rxan oi

ènnoiec twn sunìlwn kai twn sunart sewn ston prohgoÔmeno ai¸na.

H TopologÐa apoteleÐtai apì diaforetikoÔc kìmbouc: thn Genik  TopologÐa

(h opoÐa eÐnai epÐshc gnwst  me to ìnoma TopologÐa twn Monosunìlwn), thn

Algebrik  TopologÐa, thn Diaforik  TopologÐa kai thn Topologik  'Algebra.

H Genik  TopologÐa jewreÐtai to kleidÐ sthn katanìhsh twn �llwn kìmbwn tou
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antikeimènou.

Stìqoc mac se autì to biblÐo eÐnai na par�sqoume ger� jemèlia p�nw sthn

Genik  TopologÐa. O anagn¸sthc pou ja asqolhjeÐ sobar� me ta pr¸ta dèka

kef�laia, lÔnontac toul�qiston tic misèc ask seic se k�je kef�laio, ja èqei

apokt sei ta jemèlia aut�.

O anagn¸sthc pou den èqei prwtÔtera asqolhjeÐ me mia perioq  twn

majhmatik¸n h opoÐa sthrÐzetai se axiwmatik  je¸rhsh, ìpwc me thn afhrhmènh

'Algebra gia par�deigma, ja duskoleuteÐ sthn arq  sthn diadikasÐa thc apìdeixhc

jewrhm�twn. Proc dieukìlunsh aut¸n twn anagnwst¸n, sumperilamb�noume

(sta pr¸ta kef�laia) mia diaisjhtik  prosèggish, h opoÐa den ja apoteleÐ

tm ma thc epÐshmhc apìdeixhc, all� ja bohj� sthn katanìhsh thc apodeiktik c

diergasÐac.

H diaisjhtik  prosèggish twn apodeÐxewn gÐnetai se autì to biblÐo

kat� ton akìloujo trìpo:

Gia na ft�soume sthn olokl rwsh thc apìdeixhc, ja akoloujoÔme mia

sugkekrimènh diadikasÐa, thn opoÐa ja mporoÔse kaneÐc na apokalèsei

�anak�luyh�   �peiramatik  b�sh�. Parìla aut�, o anagn¸sthc ja m�jei

ìti en¸, apì thn mÐa, o peiramatismìc eÐnai kajoristik c shmasÐac wc

proc thn exeÔresh lÔshc se èna prìblhma, tÐpota wstìso den dÔnatai

na antikatast sei thn epÐshmh apìdeiktik  diergasÐa.

Up�rqei mia shmantik  diafor�, metaxÔ thc qr shc tou sundèsmou � � sthn

ellhnik  gl¸ssa kai sta majhmatik�. Sthn ellhnik , ìtan lème ìti h prìtash

t�de   h prìtash deÐna eÐnai alhj c, ennooÔme sun jwc ìti h prìtash t�de eÐnai

alhj c   h prìtash deÐna eÐnai alhj c, all� ìqi kai oi duo prot�seic mazÐ .

Sta majhmatik� h shmasÐa eÐnai diaforetik : o sÔndesmoc � � den apokleÐei

thn perÐptwsh na eÐnai kai oi duo prot�seic mazÐ alhjeÐc. Opìte, h prìtash

t�de eÐnai alhj c   h prìtash deÐna eÐnai alhj c   oi prot�seic t�de kai deÐna,

mazÐ, eÐnai alhjeÐc. Gia par�deigma, x ≥ 2   x ≤ 2. 'Omwc oi prot�seic x ≤ 2

kai x ≥ 2 eÐnai kai oi duo mazÐ alhjeÐc ìtan x = 2. H sugkekrimènh majhmatik 

qr sh eÐnai dunatì na fèrei sÔgqush sthn arq . FereipeÐn, ìtan lème �eÐte

h prìtash t�de eÐte h prìtash deÐna eÐnai alhj c �, ennooÔme ìti h prìtash

t�de eÐnai alhj c   h prìtash deÐna eÐnai alhj c   kai oi dÔo prot�seic eÐnai

alhjeÐc tautoqrìnwc. Opìte prèpei p�nta na jumìmaste ìti sta majhmatik�, o
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sÔndesmoc � � den eÐnai apokleistikìc (“exclusive” sthn diejn  bibliografÐa).

To parìn biblÐo gr�fthke sthn agglik  apì ton suggrafèa (Sid Morris)

qrhsimopoi¸ntac to exairetikì pakèto stoiqeiojesÐac TEX, to opoÐo sqedi�-

sthke apì ton Donald Knuth. Gia thn met�frash qrhsimopoi same to pakèto

LATEX, ki enhmerwj kame gia tic dunatìthtec tou XeLaTex apì ton polugrafìtato

fÐlo Apìstolo Surìpoulo. Akrib¸c epeid  to pakèto autì (TEX, LATEX, XeLaTex)

eÐnai polÔ �èxupno�, apoteleÐ isqur  epidÐwx  mac, opoted pote eÐnai efiktì,

h parousÐash enìc apotelèsmatoc, kaj¸c kai olìklhrhc thc apìdeix c tou, na

lamb�noun q¸ra sthn Ðdia selÐda � autì kajist� pio eÔkolo kat� thn gn¸mh

mac ston anagn¸sth, sto na afomoi¸sei ènnoiec pou tou eÐnai  dh gnwstèc, kai

sto na xekajarÐsei tÐ prospajeÐ na apodeÐxei, gnwrÐzontac tÐ èqei apodeiqjeÐ

 dh mèqric enìc sugkekrimènou shmeÐou. Autìc o lìgoc den ja mac empodÐsei

na af soume, e�n qreiasteÐ, mis  selÐda �deia (  na qrhsimopoi soume èxupna

tupografik� trik sto LATEX), arkeÐ èna je¸rhma, kaj¸c kai h apìdeix  tou, na

brÐskontai sthn Ðdia selÐda.

'Eqoume sumperil�bei pollèc ask seic se autì to pìnhma. ArkeÐ na ergasteÐ

kaneÐc se ènan ikanì arijmì problhm�twn, gia na apokt sei oikeiìthta me

to antikeÐmeno. Den sumperilamb�nontai apant seic stic ask seic, kai oÔte

up�rqei h prìjesh na sumperilhfjoÔn sto mèllon. ApoteleÐ �poyh tou

suggrafèa ìti up�rqoun  dh arket� paradeÐgmata kai apodeÐxeic sto keÐmeno,

ètsi ¸ste na mhn kajÐstatai anagkaÐa h par�jesh lÔsewn. PolÔ suqn� sumperi-

lamb�nontai nèec ènnoiec mèsa stic ask seic: mìnon oi ènnoiec pou jewroÔntai

idiaÐtera shmantikèc ja parousi�zontai xeqwrist� sto keÐmeno.

Sta probl mata pou parousi�zoun auxhmènh duskolÐa ja up�rqei èndeixh

me asterÐsko *.

Oi anagn¸stec tou biblÐou autoÔ ja mporoÔsan na epikoinwnoÔn metaxÔ

touc, ¸ste na antimetwpÐzoun apì koinoÔ tuqìn duskolÐec pou prokÔptoun

kat� thn epÐlush twn ask sewn, ìpwc epÐshc ja mporoÔsan kai na suzhtoÔn

genikìtera gia to biblÐo kaj¸c kai gia parìmoiec anagn¸seic. Proc aut 

thn kateÔjunsh, dhmiourg same mia om�da sto Facebook, me ìnoma “Topology

Without Tears Readers”.

Tèloc, shmei¸noume ìti ta majhmatik� epiteÔgmata gÐnontai eukolìtera

katanoht� ìtan ektÐjentai mèsa sto istorikì touc plaÐsio: to biblÐo autì

ja lègame ìti ustereÐ se autìn ton tomèa, plhn thc apl c anafor�c (proc

to parìn toul�qiston) se meg�lec proswpikìthtec tou q¸rou thc topologÐac
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(blèpe Par�rthma 1).

Autèc oi periorismènhc èktashc istorikèc shmei¸seic èqoun kurÐwc parjeÐ

apì thn phg  [234]. O anagn¸sthc enjarrÔnetai na episkefjeÐ thn istoselÐda

aut  kai na melet sei ta �rjra pou ektÐjentai kaj¸c kai tic pollèc phgèc.

H majhmatik  gn¸sh eÐnai mia kat�kthsh, apoteleÐ mia arg  kai stadiak 

diergasÐa, pou epitugq�netai me thn melèth poll¸n diaforetik¸n phg¸n.

'Oson afor� sto istorikì plaÐsio tou antikeimènou pou pragmateuìmaste

sto parìn pìnhma, ja lègame pwc oi perissìterec topologikèc ènnoiec

anakalÔfjhkan mèsa sto pr¸to misì tou eikostoÔ ai¸na: kat� thn di�rkeia

aut c thc periìdou to kèntro b�rouc pèftei (  m�llon èpefte, diìti ta sÔnora

èqoun all�xei arket�) sthn PolwnÐa. Ja lègame ìti o B' Pagkìsmioc Pìlemoc

metatìpise to kèntro b�rouc se �lla kr�th. EnjarrÔnoume ton anagn¸sth me

endiafèron gia thn melèth thc IstorÐac na anatrèxei stì Par�rthma 2, gia mia

pio kontin  mati� sto sqìlio autì.

0.1 EuqaristÐec

Tm mata prohgoumènwn ekdìsewn tou biblÐou autoÔ qrhsimopoi jhkan sta

ex c panepist mia: La Trobe University, University of New England, University of

Wollongong, University of Queensland, University of South Australia, City College

of New York, University of Ballarat, se èna qronikì di�sthma pou uperbaÐnei

ta tri�nta èth. O suggrafèac tou biblÐou autoÔ ja  jele na euqarist sei

touc foithtèc pou �skhsan epoikodomhtik  kritik , se prohgoÔmenec ekdìseic,

diorj¸nontac l�jh. IdiaÐterec euqaristÐec stouc Deborah King kai Allison Plant

gia thn an�deixh arket¸n laj¸n, kaj¸c kai adunami¸n sthn parousÐash tou

graptoÔ keimènou.

Pollèc euqaristÐec ofeÐlei o suggrafèac kai se arketoÔc �llouc fÐlouc,

sumperilambanomènwn sunadèlfwn, ìpwc twn Ewan Barker, Eldar Hajilarov, Karl

Heinrich Hofmann, Ralph Kopperman, Ray-Shang Lo, Rodney Nillsen, Guillermo

Pineda-Villavicencio, Peter Pleasants, Kyriakos Papadopoulos (o opoÐoc eÐnai

kai o metafrast c tou keimènou sthn ellhnik ),Geoffrey Prince, Carolyn McPhail

Sandison, kai tou Bevan Thompson, oi opoÐoi anègnwsan diaforetikèc ekdoqèc

tou biblÐou autoÔ, kai prìteinan belti¸seic. Euqarist¸ ton Rod Nillsen, tou

opoÐou oi shmei¸seic p�nw sthn JewrÐa Q�ouc  tan qr simec gia thn pro-

etoimasÐa tou antÐstoiqou parart matoc. Sugkekrimèna euqarist¸, epÐshc,
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ton Jack Gray, apì to panepist mio tou New South Wales, tou opoÐou oi �ristec

shmei¸seic me tÐtlo “Set Theory and Transfinite Arithmetic”, thc dekaetÐac tou

'70, mac èdwsan thn aform  gia thn suggraf  tou parart matoc p�nw sthn

JewrÐa Sunìlwn.

To Par�rthma 5 basÐzetai sthn doulei� tou suggrafèa, pou dhmosieÔjhke

sta 1977, me tÐtlo “Pontryagin duality and the structure of locally compact abelian

groups” Morris [188]. O suggrafèac ni¸jei upoqrewmènoc sthn Dra Carolyn

McPhail Sandison, h opoÐa daqtulogr�fhse to biblÐo autì se TEX, prin apì mia

dekaetÐa perÐpou.

0.2 Gia touc Anagn¸stec � TopojesÐec kai Epaggèlmata

Me to pèrasma twn qrìnwn, apì thn prwtodhmosÐeush tou biblÐou autoÔ mèqri

s mera, krÐnontac apì thn allhlografÐa tou suggrafèa me polloÔc anagn¸stec,

ex�getai to sumpèrasma ìti to pìnhma autì èqei qrhsimopoihjeÐ sto pareljìn,

kai exakoloujeÐ na qrhsimopoieÐtai, apì panepisthmiakoÔc kajhghtèc,

metaptuqiakoÔc kai proptuqiakoÔc foithtèc, kajhghtèc kai spoudastèc teqno-

logik¸n idrum�twn, all� kai apì kajhghtèc kai majhtèc sthn deuterob�jmia

ekpaÐdeush, anexart twc epist mhc. MetaxÔ twn anagnwst¸n up�rqoun

statistikolìgoi, logistèc, oikonomolìgoi, astronìmoi, biolìgoi, qhmikoÐ,

mhqanikoÐ tou PoluteqneÐou, giatroÐ neurolìgoi, diatrofolìgoi, yuqanalutèc,

kallitèqnec...h lÐsta den èqei pragmatik� tèloc, ki autì eÐnai entupwsiakì!

'Anjrwpoi tìso diaforetik¸n epaggelm�twn kai asqoli¸n br kan, se k�poia

stigm  thc zw c touc, k�poio endiafèron sthn topologÐa.

Q¸rec apì tic opoÐec epikoin¸nhsan me ton suggrafèa tou biblÐou anagn¸-

stec pou to br kan endiafèron  /kai pou eÐqan parathr seic na k�noun peri-

lamb�noun tic ex c (shmeÐwsh metafrast : gia na krathjeÐ h alfabhtik  seir�

krÐjhke skìpimo na parameÐnei h agglik  met�frash, me thn opoÐa �llwste

sunant¸ntai autèc oi onomasÐec sta episthmonik� suggr�mmata diejn¸c): Algeria,

Argentina, Australia, Austria, Bangladesh, Bolivia, Belarus, Belgium, Belize, Brazil,

Bulgaria, Cambodia,Cameroon, Canada, Chile, Gabon, People’s Republic of China,

Colombia, Costa Rica, Croatia, Cyprus, Czech Republic, Denmark, Egypt, Estonia,

Ethiopia, Fiji, Finland, France, Gaza, Germany, Ghana, Greece, Greenland, Guatemala,

Guyana, Hungary, Iceland, India, Indonesia, Iran, Iraq, Israel, Italy, Jamaica, Japan,

Kenya, Korea, Kuwait, Liberia, Lithuania, Luxembourg, Malaysia, Malta, Mauritius,
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Mexico, New Zealand, Nicaragua, Nigeria, Norway, Pakistan, Panama, Paraguay,

Peru, Poland, Portugal, Puerto Rico, Qatar, Romania, Russia, Senegal, Serbia,

Sierra Leone, Singapore, Slovenia, South Africa, Spain, Sri Lanka, Sudan, Suriname,

Sweden, Switzerland, Taiwan, Thailand, The Netherlands, Trinidad and Tobago,

Tunisia, Turkey, United Kingdom, Ukraine, United Arab Emirates, United States of

America, Uruguay, Uzbekistan, Venezuela kai Vietnam.

To biblÐo autì anafèretai, sugkekrimèna, ston istìtopo:

http://www.econphd.net/notes.htm,

o opoÐoc èqei sqediasteÐ gia foithtèc oikonomik¸n ki epÐshc ston Topologikì

'Atlanta (Topology Atlas), sthn dieÔjunsh: http://at.yorku.ca/topology/educ.htm.

0.3 Sqìlia Anagnwst¸n

Sqìlio metafrast : katìpin suzht sewc me ton suggrafèa, krÐjhke skìpimo

arqik� na mhn metafrasteÐ sthn ellhnik  gl¸ssa to sugkekrimèno tm ma tou

biblÐou, all� na parameÐnoun autoÔsia ta sqìlia twn anagnwst¸n, ìpwc akrib¸c

ta apèsteilan ston suggrafèa. 'An kai fainomenik� o metafrast c ja èprepe

na eÐnai qaroÔmenoc pou apall�qjhke apì aut  �peritt � met�frash, je¸rhsa

pwc h èkjesh aut¸n twn sqolÐwn, sthn glafur  neoellhnik  gl¸ssa, ja  tan

toul�qiston apolaustik . Gi' autì kai mou dìjhke telik� h �deia na k�nw thn

met�frash aut , diathr¸ntac (to kat� dÔnamin!) to pneÔma twn sqolÐwn U.G.

Se èna shmeÐo ektÐjetai kai sqìlio tou metafrast , apì thn ìmorfh pìlh thc

X�njhc.

T. Lessley, HPA: �Upèroqh doulei�, ìmorfa grammènh�.

E. Ferrer, AustralÐa: �Oi shmei¸seic sac eÐnai fantastikèc!�.

Andreas Loss, GermanÐa: �Pragmatik�, apolamb�nw to keÐmenì sac me thn yuq 

mou!�.

Yao Jin, KÐna: �EÐmai foitht c sto PoluteqneÐo tou panepisthmÐou Zhejiang Sci-

Tech University, thc perioq c Hangzhou, Zhejiang, sthn KÐna. 'Epese sta qèria

mou to biblÐo sac me tÐtlo ’Topology without tears’, to opoÐo br ka idiaÐtera

elkustikì gia ton anagn¸sth�.

E. Yuan, GermanÐa: �ApoteleÐ, pr�gmati, èna fantastikì biblÐo gia arqarÐouc

sthn TopologÐa!�.

S. Kumar, IndÐa: �EÐmai idiaÐtera entupwsiasmènoc me thn prosit  parousÐash

tou antikeimènou, pou kajist� eÔkolh thn parakoloÔjhs  tou apì mh majhmatikoÔc �;
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Pawin Siriprapanukul, Taôl�ndh: �Proetoim�zomai aut  thn stigm  gia didaktorikì

stic Oikonomikèc Epist mec, kai brÐskw to biblÐo sac pragmatik� qr simo, wc

proc thn katanìhsh tou perÐplokou antikeimènou thc TopologÐac.�.

Hannes Reijner, SouhdÐa: �Kat� thn gn¸mh mou (to sÔggramm� sac) eÐnai �yogo!�.

G. Gray, HPA: �Upèroqo keÐmeno!�.

Dipak Banik, IndÐa: �'Omorfh doulei�!�.

Jan van Linschoten, OllandÐa: �XekÐnhsa na diab�zw to hlektronikì sac biblÐo,

kai mou p re mia ¸ra perÐpou na to xefullÐzw, mec ta maÔra mes�nuqta, met�

apì ¸rec (  kalÔtera mèrec!) epÐmonhc èreunac me stìqo na br¸ èna biblÐo

pou na mil� xek�jara kai analutik� gia ta jemèlia thc topologÐac. Kai nai,

suneidhtopoÐhsa ìti br ka to biblÐo autì - eÐnai to biblÐo sac!�.

Daniel Csaba, OuggarÐa: �Foit¸ oikonomik� sto panepist mio Eotvos Lorand,

sthn Boudapèsth, kai aut  thn stigm  melet¸ to biblÐo sac 'TopologÐa QwrÐc

D�krua', to opoÐo brÐskw eilikrin� fantastikì!".

B. Pragoff Jr, HPA: �(To biblÐo autì) exhgeÐ thn topologÐa se ènan proptuqiakì

foitht  me ton kalÔtero dunatì trìpo.�.

Tapas Kumar Bose, IndÐa: �Mia polÔtimh phg  plhrofori¸n.�;

Debanshu Ratha, IndÐa: �Prìsfata anak�luya to biblÐo sac TopologÐa qwrÐc

D�krua sthn istoselÐda sac. Den mporeÐte na fantasteÐte pìso polÔ to

ektÐmhsa. Aut  thn stigm  eÐmai proptuqiakìc foitht c sta majhmatik�, stìn

trÐto qrìno, k�pou sthn IndÐa. Sto prohgoÔmeno ex�mhno èlaba to pr¸ta mou

maj mata sthn TopologÐa kai, prèpei na to paradeqj¸, to biblÐo sac apotèlese

idanikì bo jhma. H adelf  mou de, h opoÐa eÐnai majhmatikìc kai aut , èmaje

gia to biblÐo sac autì apì mèna, kai lèei ìti to ag�phse!�.

Bosko Damjanovic, SerbÐa: �Diab�zw ston H/U mou to biblÐo sac TopologÐa

QwrÐc D�krua: polÔ kalì biblÐo!�.

Kuri�koc Papadìpouloc, X�njh, Ell�c: �Anak�luya to biblÐo sac sto diadÐktuo,

kai mou �rese o trìpoc me ton opoÐo exhgeÐte perÐplokec idèec!�;

Mekonnen Yimam, AijiopÐa �To biblÐo sac apoteleÐ exairetik� shmantik  phg 

gia tic metaptuqiakèc mou spoudèc. NomÐzw ìti ja  tan exairetik� dÔskolo gia

mèna na antapexèljw sto antikeÐmeno thc topologÐac qwrÐc autì to pìnhma . . .

Ja jewr¸ p�ntote thn suneisfor� wc mègisth prosfor� sto antikeÐmeno.

Yassine Amar: �'Ena exairetikì biblÐo, pou bohj� sto na jewr soume èna

antikeÐmeno, ìpwc eÐnai h topologÐa, san k�ti tìso eÔkolo ìso eÐnai na

apolamb�neic èna ntìnat me kafè.�

Muhammad Sani Abdullahi, NighrÐa: �Den mpor¸ na brw tic kat�llhlec lèxeic
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gia na ekfr�sw thn eilikrin  mou eugnwmosÔnh, epeid  èna aplì euqarist¸ den

to jewr¸ arketì. Epeid  apì thn �llh eÐnai par�dosh, opoted pote k�poioc

k�nei gia mac k�ti kalì, na lème euqarist¸, ja k�nw to Ðdio, gnwrÐzontac

wstìso ìti sac qrwst¸ polÔ perissìtera. Gi' autì kai ja proseÔqomai p�nta

gia sac.�

SpurÐdwn N. DhmoÔdhc, Ell�c: �Prosf�twc anak�luya to biblÐo sac me tÐtlo

TopologÐa QwrÐc D�krua, diìti epijum¸ na m�jw TopologÐa. XefullÐzontac

to pìnhm� sac prosektik�, amèswc suneidhtopoÐhsa ìti apoteleÐ exairetikì

bo jhma sto egqeÐrhm� mou.�

Emelife Onochie, NighrÐa: �Foit¸, se metaptuqiakì epÐpedo, sto Tm ma Majhma-

tik¸n, tou panepisthmÐou Nnamdi Azikiwe University Awka, thc NighrÐac. Diab�zw

to biblÐo sac TopologÐa QwrÐc D�krua sto diadÐktuo, kai jewr¸ ìti qrwstoÔme

poll� se anjr¸pouc san es�c, pou topojetoÔn thn gn¸sh p�nw apì to qr ma.

S. Saripalli, HPA: �EÐmai majht c lukeÐou . . . kai apìlausa thn melèth tou biblÐou

sac TopologÐa DÐqwc D�krua�.

Roman Goncharenko, TseqÐa: �Ja  jela na sac parakalèsw na mou steÐlete ton

kwdikì gia thn ektup¸simh morf  tou upèroqou biblÐou sac TopologÐa QwrÐc

D�krua. EÐmai metaptuqiakìc foitht c sta oikonomik�, sto panepist mio CERGE-

EI, sthn Pr�ga�.

Samuel Frade, HPA:�Pr¸ton, ja  jela na sac euqarist sw pou èqete suggr�yei

èna �risto keÐmeno p�nw sthn TopologÐa. 'Eqw  dh telei¸sei ta dÔo pr¸ta

kef�laia, kai br ka ton trìpo graf c euq�risto. Ja  jela mìno na proteÐnw

na prosjèsete merikèc pio dÔskolec ask seic, diìti nomÐzw ìti oi up�rqousec

eÐnai lÐgo-polÔ eÔkolec. Bèbaia, apì thn �llh k�nw major sta majhmatik�, ki

èqw  dh didaqjeÐ An�lush kai Montèrna 'Algebra, en¸ to biblÐo sac stoqeÔei

se èna eurÔtero koinì. All� parìla aut�, den eÐqa thn tÔqh na didaqj¸

TopologÐa, diìti to Tm ma mou bi¸nei perikopèc, opìte didaskìmaste mìno ta

kuriìtera maj mata, kai h TopologÐa jewreÐtai polutèleia. Autì me kajist�

autodÐdakto meletht  tou antikeimènou, miac kai pisteÔw ìti h gn¸sh thc

topologÐac ja me bohj sei na katal�bw bajÔtera pragmatik  kai migadik 

An�lush�.

Maria Amarakristi Onyido, NighrÐa: �Foit¸ majhmatik�, sto teleutaÐo ètoc, sto

Panepist mio thc NighrÐac. . . . Br ka to biblÐo sac exairetik� endiafèron, diìti

metatrèpei èna m�jhma-prìklhsh, thn topologÐa, se endiafèron. H parousÐash

eÐnai polÔ kal  gia ènan arq�rio san emèna kai apoteleÐ exairetikì bo jhma

gia na l�bw b�seic sthn Genik  TopologÐa�.
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Andree Garcia Valdivia, PeroÔ: �Ja  jela na sac parakalèsw na me efodi�sete

me ton kwdikì gia na kateb�sw thn ektup¸simh morf  thc ispanìfwnhc èkdoshc

tou biblÐou sac, egguìmenoc ìti to proorÐzw apokleistik� gia proswpik 

mou qr sh. Spoud�zw oikonomik� sto panepist mio tou AgÐou M�rkou, to

opoÐo eÐnai to palaiìtero sthn latinik  amerik , kai me endiafèrei polÔ to

antikeÐmeno to opoÐo pragmateÔeste�.

Eszter Csernai, OuggarÐa: �EÐmai proptuqiakìc foitht c kai spoud�zw Majhma-

tik  JewrÐa twn Oikonomik¸n...eÐmai bèbaioc ìti ja to èqete  dh akoÔsei

pollèc forèc, ìmwc ja to epanal�bw ìpwc kai na 'qei: to biblÐo sac eÐnai

pragmatik� tèleio!�.

Prof. Dr. Mehmet Terziler, Panepist mio Yasar, TourkÐa: �Ja  jela thn �dei�

sac gia na qrhsimopoi sw to biblÐo sac TopologÐa DÐqwc D�krua sthn t�xh

mou. Ja mporoÔsate na mou stèlnate mia ektup¸simh morf  aut c thc ARISTHS

doulei�c?�.

Christopher Roe, AustralÐa: �Ja mporoÔsa, arqik�, na sac euqarist sw gia

thn suggraf  tou biblÐou sac TopologÐa DÐqwc D�krua? Par� to gegonìc ìti

oi idèec pou pragmateÔetai eÐnai aplèc gia es�c, gia mèna h an�gnws  tou eÐnai

mia upèroqh empeirÐa�.

Jeanine Dorminey, HPA: �Autìn ton kairì tuqaÐnei na did�skomai TopologÐa kai

antimetwpÐzw ter�stiec duskolÐec katanìhshc tou jèmatoc, mèsa sthn t�xh.

XekÐnhsa na melet¸ to biblÐo sac diadiktiak�, diìti me bohjeÐ polÔ�.

Dr. Anwar Fawakhreh, Qassim University, Saoudik  ArabÐa: �Ja  jela na sac

sugqar¸ gia to biblÐo sac TopologÐa QwrÐc D�krua. EÐnai pragmatik� upèroqo,

diìti eÐnai grammèno kat� ènan tètoion trìpo ¸ste na eÐnai eÔkolo gia ton

foitht  na to katano sei. Did�skw topologÐa se proptuqiakoÔc foithtèc kai

ja  jela na qrhsimopoi sw autì to biblÐo sto m�jhm� mou. Ja mporoÔsate sac

parakal¸ na me promhjeÔsete me thn arabik  met�frash? Epijum¸ na efodi�sw

kai thn biblioj kh mac me èna antÐgrafo.�

Michael Ng, Macau: �Se antÐjesh me �lla poll� antÐstoiqa biblÐa majhmatik¸n,

to dikì sac eÐnai grammèno me ènan filikì proc ton anagn¸sth trìpo. Gia

par�deigma, sta arqik� kef�laia parèqete poll� bohjhtik� sqìlia p�nw sta

jewr mata, exefrasmèna me ton plèon analutikì trìpo. 'Olo autì kajist� se

em�c touc arq�riouc eukolìterh thn katanìhsh twn apodeÐxewn twn jewrhm�twn.

EpÐshc èna �llo jetikì sqìlio eÐnai ìti met� apì k�je orismì mac efodi�zete

me ènan meg�lo arijmì paradeigm�twn kai antiparadeigm�twn, ètsi ¸ste na

apokt soume swst  kai xek�jarh eikìna tou antikeimènou�.
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Elise Delagnes, Hnwmèno BasÐleio: �Aut  thn stigm  melet¸ topologÐa sto

Panepist mio thc Oxfìrdhc. To prìblhm� mou  tan ìti èbriska to proteinìmeno

biblÐo piì dÔskolo ap' ìti perÐmena, gi' autì kai o kajhght c mou mou sunèsthse

to biblÐo sac, TopologÐa DÐqwc D�krua�.

Tarek Fouda, HPA: �Did�skomai proqwrhmèno Logismì, sto Teqnologikì Insti-

toÔto Stevens, ìpou foit¸ sto metaptuqiakì prìgramma me èmfash sta oikonomik�

gia mhqanikoÔc. Mou eÐnai prwtìgnwrh h epaf  me thn TopologÐa. En¸

agìrasa merik� biblÐa, jewr¸ ìti to dikì sac exhgeÐ to antikeÐmeno me ènan

entel¸c diaforetikì trìpo. Epijum¸ na èqw autì to biblÐo mazÐ mou kai na to

diab�zw sto traÐno   sthn Sqol ...�.

Ahmad Al-Omari, MalaisÐa:�EÐmai upoy fioc did�ktwr sto UKM (MalaisÐa).

To ereunhtikì mou antikeÐmeno eÐnai h genik  topologÐa kai brÐskw to biblÐo

sac exairetik� endiafèron�.

Annukka Ristiniemi, Ell�da: �Br ka to exairetikì biblÐo sac, p�nw sthn topologÐa,

sto diadÐktuo . . . K�nw to Mphil mou sta Oikonomik�, sto Panepist mio Ajhn¸n,

kai h TopologÐa apoteleÐ mèroc thc didaktèac Ôlhc �.

Jose Vieitez, Ourougou�h:�Autì to akadhmaðkì ex�mhno did�skw TopologÐa,

sthn Sqol  Episthm¸n (Facultad de Ciencias) tou panepisthmÐou Universidad de

la Republica. Ja  jela, an gÐnetai, na èqw mia ektup¸simh morf  tou (polÔ

kaloÔ) biblÐou sac �.

Muhammad Y. Bello, Kajhght c Majhmatik¸n, Panepist mio tou Bayero, NighrÐa:

�To hlektronikì sac biblÐo, TopologÐa DÐqwc D�krua, apoteleÐ mia �risth

phg  gia opoiond pote epijumeÐ na m�jei TopologÐa. Proswpik�, did�skw

maj mata p�nw sthn An�lush, ìpou eÐnai aparaÐthth mia basik  gn¸sh thc

TopologÐac. Dustuq¸c, k�poioi ek twn foitht¸n mou eÐte den èqoun stèreec

topologikèc b�seic eÐte èqoun lhsmon sei tic topologikèc ènnoiec pou did�qjhkan,

miac kai  tan dÔskolo na tic sugkrat soun. Exet�zontac prosektik� thn

hlektronik  èkdosh tou biblÐou sac, parat rhsa ìti eÐnai ètsi grammèno ¸ste

na fresk�rei tic gn¸seic p�nw sto antikeÐmeno, kai na tic apotup¸nei sto

mualì twn foitht¸n.�

Dr. Ljubomir R. Savic, kajhght c, Institute for Mechanics and Theory of Structures,

Panepist mio tou BeligradÐou, SerbÐa:�XekÐnhsa na melet¸ TopologÐa, kai

br ka to kataplhktikì sac biblÐo. To ereunhtikì mou antikeÐmeno eÐnai p�nw

sta Continuum Mechanics kai Structural Analysis�.

Pascal Lehmann, GermanÐa:�Prèpei na ektup¸sw to fantastikì sac biblÐo, gia

na mpor¸ na krat¸ shmei¸seic sta perij¸ria pragmatikoÔ qartioÔ!�
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Kajhght c Luis J. Alias, Tm ma Majhmatik¸n, Panepist mio thc Murcia, IspanÐa:

�Mìlic pou anak�luya to �ristì sac pìnhma TopologÐa QwrÐc D�krua. Ja

xekin sw na did�skw èna m�jhma Genik c TopologÐac (gia thn akrÐbeia, xekin¸

apì aÔrio to prwÐ!). Ja eÐnai h deÔter  mou for�, giatÐ xanadÐdaxa to m�jhma

autì pèrusi, akolouj¸ntac kurÐwc to biblÐo tou Munkres (TopologÐa, DeÔterh

'Ekdosh), apì to opoÐo k�luya ta Kef�laia 2,3, mèroc twn 4,5 kai mèroc

tou 9. Omolog¸ ìti mou eÐnai euq�risth h an�gnwsh tou biblÐou sac. Mou

�rese idiaÐtera o trìpoc me ton opoÐo parousi�zete kainoÔriec ènnoiec kai

epÐshc h prosj kh bohjhtik¸n sqolÐwn kai parathr sewn-kleidi�, proc ton

anagn¸sth�.

Daniel Nkemzi, Lèktorac, Tm ma Fusik c, Panepist mio thc Buea, KameroÔn:

"Met� apì qrìnia mìqjou gia na katal�bw ta basik� thc TopologÐac, qwrÐc

kamÐa epituqÐa, ta par�thsa! Mèrqric ìtou na èrjei jeìstalto to keÐmenì sac,

to opoÐo anak�luya sto diadÐktuo! XefullÐzontac, hlektronik�, tic selÐdec,

eÐmai pia pepeismènoc ìti, e�n den katal�bw to antikeÐmeno oÔte t¸ra, me èna

tètoio keÐmeno wc shmeÐo anafor�c, tìte kanèna �llo biblÐo den ja mporoÔse

na me bohj sei�.

Tirthankar Chakravarty, Panepist mio tou KaÐmpritz, Hnwmèno BasÐleio: �To

antikeÐmenì mou eÐnai h OikonometrÐa, kai brÐskw to keÐmenì sac grammèno me

artiìthta�.

Thomas Evelbauer, GermanÐa: �To elkustikì stul thc graf c sac kai to perie-

linebreak qìmeno tou biblÐou me ephrèasan èntona. IdiaÐtera mou arèsei o

trìpoc pou parousi�zete ta basik� ergaleÐa, kai upodeiknÔete ton trìpo pou

qrhsimopoioÔntai stic ask seic kai stic kajodhgoÔmenec apodeÐxeic �.

Gabriele. E.M. Biella MD PhD, Prìedroc tou EreunhtikoÔ InstitoÔtou Moriak c

BiologÐac (Institute of Molecular Bioimaging and Physiology, National Research

Council), ItalÐa: �EÐmai neurofusiolìgoc, kai prospaj¸ na epitÔqw mia neuro-

dunamik  perigraf  aisjhthriak¸n diergasi¸n (sensory processes), mèsw topo-

logik c prosèggishc, kai èpesa p�nw sto upèroqo biblÐo sac �.

Fazal Haq, Pakist�n:�EÐmai upoy fioc did�ktwrac sthn Poluteqnik  Sqol  tou

InstitoÔtou Episthm¸n kai TeqnologÐac Ghlam Ishaq Khan. 'Emeina èkplhktoc

diab�zontac to wraÐo biblÐo sac TopologÐa DÐqwc D�krua. EÐnai gegonìc ìti

potè den èqw xanadeÐ tìso ìmorfa grammèno biblÐo sthn topologÐa�.

Gabriele Luculli, ItalÐa: �EÐmai foitht c, sthn arq  twn spoud¸n mou, kai brÐskw

arket� endiafèronta ton trìpo pou proteÐnete thn topologÐa wc antikeÐmeno.

BrÐskw, epÐshc, �krwc endiafèronta kai ta poll� paradeÐgmata pou dÐnete�.
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K. Orr, H.P.A.: �'Aristo biblÐo!�.

Kajhght c Ahmed Ould, KolombÐa: �Epitrèyte mou na sac sugqar¸ gia thn

parousÐash, thn aplìthta kai thn saf neia tou ulikoÔ autoÔ.�,

Paul Unstead, HPA: �Mou arèsoun oi shmei¸seic sac, epeid  parèqoun poll�

mest� paradeÐgmata, kai den jewreÐtai wc proôpìjesh gia ton anagn¸sth na

èqei major sta majhmatik��.

Alberto Garcia Raboso, IspanÐa: �Mou arèsei to biblÐo sac, p�ra polÔ!�.

Guiseppe Curci, Dieujunt c tou Tomèa Ereun¸n sthn Jewrhtik  Fusik , PÐza,

ItalÐa: �Kalì kai diafwtistikì biblÐo p�nw sthn topologÐa!�.

M. Rinaldi, HPA: �Autì to biblÐo apoteleÐ, me diafor�, thn pio xek�jarh kai

kalogrammènh eisagwg  sthn TopologÐa, pou èqw dei potè . . . mìlic xekÐnhsa

na diab�zw tic shmei¸seic sac, oi idèec afomoi¸jhkan me èna klik, all� kai ta

paradeÐgmata pou dÐnete eÐnai pragmatik� upèroqa!�.

Joaquin Poblete, kajhght c Oikonomik¸n, Kajolikì Panepist mio thc Qil c:

�Mìlic teleÐwsa thn an�gnwsh tou biblÐou sac, kai mou �rese polÔ. EÐnai

kajar� grammèno kai ta paradeÐgmata apokaluptik�.�.

Alexander Liden, SouhdÐa: �Mou arèsei na melet¸ to biblÐo sac apì thn ojình

tou upologist , ìmwc ja  jela na eÐqa kai èna ektupwmèno antÐgrafo.�.

Francois Neville, HPA: �EÐmai proptuqiakìc foitht c sto panepist mio tou Maine,

kai o kajhght c enìc maj matoc p�nw sthn diasthmik  mhqanik  mac prìteine

to biblÐo sac, wc bo jhma sthn TopologÐa.�.

Hsin-Han Shen, HPA: �EÐmai upoy fioc did�ktwr sto Kratikì Panepist mio thc

Nèac Uìrkhc, sto Mp�fallo. Oi shmei¸seic sac, sto diadÐktuo, p�nw sthn

TopologÐa, eÐnai kat� thn �poy  mou leptomereÐc kai euan�gnwstec, k�ti to

idanikì gia ènan prwt�rh sto antikeÐmeno, ìpwc eÐmai eg¸.�.

Degin Cai, HPA: �To biblÐo sac eÐnai upèroqo.�.

Eric Yuan, Darmstadt, GermanÐa: �EÐmai aut  thn stigm  foitht c majhmatik¸n

sto Teqnologikì Panepist mio tou Darmstadt, kai melet¸ TopologÐa. O Kajhgh-

t c mac, K.H. Hofmann mac sÔsthse emfatik� na diab�soume to biblÐo sac

TopologÐa QwrÐc D�krua.�.

Martin Vu, Panepist mio thc Oxfìrdhc: �EÐmai metaptuqiakìc foitht c sta

Efarmosmèna Majhmatik�, ed¸ sthn Oxfìrdh. Epi th eukairÐa thc (aparaÐththc)

exoikeÐws c mou kai me jewrhtikèc ènnoiec, o tÐtloc tou biblÐou sac TopologÐa

QwrÐc D�krua mou faÐnetai elkustikìc.�.

Ahmet Erdem, TourkÐa: �Mou �rese polÔ!�.
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Kartika Bhatia, IndÐa: �EÐmai metaptuqiakìc foitht c sto Tm ma Oikonomik¸n,

tou PanepisthmÐou tou DelqÐ. Br ka to biblÐo sac polÔ qr simo kai eÔkolo

na to katano sei kaneÐc. Pollèc apì tic amfibolÐec pou eÐqa mou lÔjhkan,

diab�zont�c to.�

Wolfgang Moens, Bèlgio:�EÐmai proptuqiakìc foiththc sto Kajolikì Panepist -

mio thc pìlhc Leuven. Melèthsa mèsa se lÐgec ¸rec sqedìn ìlo to pr¸to mèroc

tou biblÐou sac, kai den dièfuge thc prosoq c mou o xek�jaroc trìpoc graf c

sac, kaj¸c kai h �risth org�nwsh tou keimènou!�.

Duncan Chen, HPA: �EÐmai sÐgouroc ìti èqete  dh l�bei poll� tètoia mhnÔmata,

all� parìla aut� ja  jela na sac euqarist sw gia to biblÐo sac TopologÐa

QwrÐc D�krua. Par� to gegonìc ìti eÐmai programmatist c, mou arèsei na

melet¸ majhmatik�.�.

Maghaisvarei Sellakumaran, SigkapoÔrh: �Ja metakomÐsw sÔntoma stic HPA,

ìpou ja xekin sw to didaktorikì mou sta Oikonomik�. Jewr¸ to biblÐo sac

sthn TopologÐa uperbolik� kalì!�.

Tom Hunt, HPA: �Sac euqarist¸ pou diajètete to upèroqì sac keÐmeno sto

diadÐktuo.�.

Fausto Saporito, ItalÐa: �Melet¸ to polÔ kalì biblÐo sac, kai mpor¸ na p¸ ìti

eÐnai to kalÔtero pou èqw dei p�nw sto antikeÐmeno.�.

Takayuki Osogami, HPA: �XekÐnhsa na diab�zw to biblÐo sac TopologÐa QwrÐc

D�krua sto diadÐktuo, kai to jewr¸ polÔ kalì ulikì gia na m�jei kaneÐc

topologÐa, kaj¸c kai, genikìtera, majhmatik� jewrhtik c uf c.�.

Roman Knöll, GermanÐa: �Sac euqarist¸ jerm� gia thn eukairÐa pou mou d¸sate

na diab�sw to upèroqì sac biblÐo. H TopologÐa QwrÐc D�krua me bo jhse

arket� sto na xanakerdÐsw to endiafèron mou gia ta majhmatik�. 'Ena endiafèron

pou èqasa proswrin�, lìgw thc mh susthmatik c prosèggishc sthn didaskalÐa

kai sthn ¸jhsh gia apost jish.�.

Yuval Yatskan, HPA:�'Erixa mia mati� sto biblÐo, kai faÐnetai pragmatik� jaum�-

sio!�.

N.S. Maurogi�nnhc, Ell�da: �EÐnai èna polÔ kalì biblÐo.�.

Semih Tumen, TourkÐa: �Ta didaktorik� p�nw stic Oikonomikèc Epist mec eÐnai

apaithtik� se majhmatikèc gn¸seic, opìte br ka to biblÐo sac polÔ qr simo,

en¸ pragmateuìmoun ta jèmata pou qrei�zetai na gnwrÐzw.�

Pyung Ho Kim, HPA: �Aut  thn stigm  eÐmai upoy fioc did�ktwr... Melet¸

oikonomik  gewgrafÐa, kai axiolog¸ to biblÐo sac wc �risto, gia na didaqjeÐ

kaneÐc basikèc ènnoiec sthn topologÐa.�.
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Javier Hernandez, TourkÐa: �EÐmai pragmatik� eugn¸mwn se ìlouc autoÔc, ìpwc

eseÐc, pou èdwsan k�ti apì to eÐnai touc gia na moirastoÔn thn Gn¸sh me em�c

touc upìloipouc, qwrÐc na prosdwkoÔn k�ti gia Ðdion ìfeloc.�.

Martin D. Siyaranamual, Center for Economics and Development Studies (CEDS),

Panepist mio tou Padjadjaran, Bandung, IndonhsÐa: �Br ka to biblÐo sac idiaÐtera

qr simo gia mèna, diìti ton epìmeno qrìno ja suneqÐsw tic spoudèc mou sthn

Oikonomik  Sqol , thc Stokqìlmhc. Sac euqarist¸ jerm� gia ìsa èqete k�nei,

ta opoÐa me proetoim�zoun me ton kalÔtero trìpo gia metaptuqiakèc spoudèc.�.

J. Chand, AustralÐa: �Pollèc euqaristÐec gia thn paragwg  tou biblÐou

TopologÐa DÐqwc D�krua. To èrgo autì eÐnai fantastikì.�.

Richard Vande Velde, HPA: �DÔo qrìnia prÐn, epikoin¸nhsa mazÐ sou gia na mou

d¸seic prìsbash sthn ektup¸simh morf  tou biblÐou sou TopologÐa QwrÐc

D�krua, gia proswpik  qr sh. EkeÐnon ton kairì dÐdaska TopologÐa, gia èna

prìgramma pou apeujunìtan tìso se proptuqiakoÔc ìso kai se metaptuqiakoÔc

foithtèc. 'Edwsa ton sÔndesmo thc istoselÐdac sou stouc foithtèc, gia na

èqoun prìsbash sthn diadiktuak  èkdosh tou keimènou. Den dÐdaxa ìlh thn

Ôlh apì to biblÐo sou, oÔte akoloÔjhsa to biblÐo me thn seir� pou parajèteic

ta kef�laia, kai ènac apì touc kalÔterouc mou foithtèc mou epèdeixe ìti èprepe

apì thn arq  na akolouj sw pist� tì keÐmenì sou, kai apokleistik� autì.

NomÐzw ìti èqei dÐkaio. Epeid  h istorÐa epanalamb�netai, dÔo qrìnia met�

xanadid�skw to Ðdio m�jhma, gia èna parìmoiou tÔpou akroat rio. Opìte, ja

 jela na kateb�sw thn ektup¸simh morf  thc teleutaÐac èkdoshc tou keimènou.�.

Kajhght c Sha Xin Wei, Sqol  Kal¸n Teqn¸n kai thc Epist mhc twn Upologi-

st¸n, Panepist mio Concordia, Kanad�c:

�Sugqarht ria gia to tìso prosektik� kai apl� grammèno keÐmenì sac p�nw

sthn TopologÐa! Ja  jela na qrhsimopoi sw to ulikì sac gia èna m�jhma pou

anafèretai sta efarmìsima majhmatik� gia kallitèqnec. EÐnai p�nta ìmorfo

na brÐskei kaneÐc ergasÐec, san thn dik  sac, pou aggÐzei touc diyoÔntec thn

gn¸sh qwrÐc sumbibasmoÔc!�.

Anaplhrwt c Kajhght c Dr. Rehana Bari, Mpagklantèc: �Did�skw to m�jhma

TopologÐa, gia to metaptuqiakì prìgramma sto Tm ma Majhmatik¸n, tou

PanepisthmÐou thc Nt�ka, sto Mpagklantèc. Ja mporoÔsa na èqw èna hlektronikì

antÐtupo tou spoudaÐou sac biblÐou TopologÐa QwrÐc D�krua, gia dik  mou

qr sh?�.

Emrah Akyar, Tm ma twn Majhmatik¸n, Panepist mio thc Anadolu, TourkÐa:

"Mìlic t¸ra br ka to ìmorfì sac biblÐo TopologÐa QwrÐc D�krua, kai sqedi�zw
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na to akolouj sw sto jerinì ex�mhno.".

Rahul Nilakantan, Upoy fioc did�ktwr, Tm ma Oikonomik¸n, Panepist mio thc

Nìtiac Kalifìrnia, HPA: �EÐmai upoy fioc did�ktwr sto Oikonomikì Tm ma tou

panepisthmÐou thc Nìtiac Kalifìrnia, sto Loc 'Antzelec. Ja  jela na ergast¸

ereunhtik� sthn perioq  general equilibrium with incomplete markets. H perioq 

aut  apaiteÐ thn katanìhsh topologik¸n ennoi¸n. To �ristì sac biblÐo mou

prot�jhke apì ènan sun�delfo, apì to panepist mio tou K�nsac (to ìnom�

tou Ramu Gopalan). AfoÔ melèthsa to biblÐo apì thn mh ektup¸simh morf ,

sumpèrana ìti eÐnai ì,ti akrib¸c qrei�zomai, prokeimènou na m�jw TopologÐa.�.

Long Nguyen, HPA �Den èqw xanadeÐ potè èna biblÐo na topojeteÐtai tìso

xek�jara, apènanti se èna tìso dÔskolo antikeÐmeno.�.

Renato Orellana, Qil : �Sugqarht ria gia to upèroqì sac biblÐo. XefÔllisa ta

pr¸ta kef�laia, kai gèmisan ìmorfa ton qrìno mou. PÐsteua ìti h TopologÐa

den  tan gia mèna, all� t¸ra mpor¸ na isqurist¸ ìti eÐmai aisiìdoxoc gia èna

kalÔtero mèllon mazÐ thc!�.

Sisay Regasa Senbeta, bohjìc Kosm tora, Sqol  Oikonomik¸n Spoud¸n, Addis

Ababa Panepist mio thc AijiopÐac: �EÐmai lèktorac sta Oikonomik�, sto

panepist mio thc Addis Ababa, sthn AijiopÐa. Ja mporoÔsate, sac parakal¸

jerm�, na mou stèlnate mia ektup¸simh ekdoq  tou biblÐou sac?�.

Nicanor M. Tuan, Davao Oriental State College of Science and Technology,FilippÐnec:

�QaÐretai! Ja  jela na sac ekfr�sw thn eugnwmosÔnh mou gia thn altrouistik 

sac kÐnhsh na moirasteÐte tìso polÔtimec skèyeic mazÐ mac. H doulei� sac

bohj� tìso emèna, ìso kai touc foithtèc mou, na embajÔnoume sthn topologÐa,

apokt¸ntac wrimìthta sto antikeÐmeno. Sac euqarist¸ kai kal  dÔnamh!�.

Ernita R. Calayag, FilippÐnec:�Onom�zomai Ernita R. Calayag, kai k�nw to

didaktorikì mou sta majhmatik�, sto panepist mio tou De La Salle. 'Akousa

polÔ kal� lìgia lìgia gia to biblÐo sac, kai den ja  jela na q�sw thn eukairÐa

enìc antigr�fou tou. Me thn bo jei� sac loipìn, elpÐzw na katano sw autì

to jemeli¸dec antikeÐmeno sta majhmatik�, thn TopologÐa.�.

Nikola Matejic, SerbÐa: �To biblÐo sac eÐnai pragmatik� monadikì kai polÔtimo,

kat�llhlo gia èna eurÔ koinì. EÐnai èna genaiìdwro d¸ro apì es�c, to opoÐo

èqei ektimhjeÐ pagkosmÐwc. PisteÔw ìti o opoiosd pote/h opoiad pote qrei�zetai

na apokt sei gn¸seic p�nw sthn TopologÐa, ja ofelhjeÐ apì to biblÐo sac.�.

Iraj Davoodabadi, Ir�n: �Parakal¸ na me sugqwr sete gia ta agglik� mou.

EÐmai mhqanolìgoc mhqanikìc ìmwc, parìla aut�, to endiafèron mou gia ta

majhmatik� kai sugkekrimèna gia thn An�lush eÐnai meg�lo. To kakì eÐnai
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ìti eÐmai autodÐdaktoc se autìn ton tomèa: den èqw k�poion kont� mou na

mou metad¸sei autèc tic ènnoiec. Eidik� h TopologÐa kai h klassik  An�lush

perilamb�noun polÔ dÔskola jewr mata kai ènnoiec dÔspeptec. Autì epidein¸nei

thn epituq  èkbash thc melèthc mou, miac kai h empeirÐa mou sta Jewrhtik�

Majhmatik� den eÐnai meg�lh. Omolog¸ wstìso, ìti apì thn stigm  pou

brèjhke to biblÐo sac sta qèria mou, ta pr�gmata �rqisan na kalutereÔoun

gia mèna. Sac euqarist¸.�.

Dr Abdul Iguda, Panepist mio tou Bayero, Kano, NighrÐa: "To ìnom� mou eÐnai

AmpntoÔl IgkoÔnta, ki èqw k�nei to didaktorikì mou p�nw sthn Genik  TopologÐa.

Did�skw Genik  TopologÐa ta teleutaÐa 18 qrìnia, sto Panepist miì mou.

EÐmai epÐshc episkèpthc kajhght c se dÔo �lla panepist mia (Gwambe State

University kai Umaru Musa Yar’Adua University). KÔrie Kajhght�, ja  jela na

sac parakalèsw na mou d¸sete prìsbash sthn dwre�n ektup¸simh morf  tou

biblÐou sac TopologÐa DÐqwc D�krua. Sac euqarist¸ polÔ, prokatabolik�.".

Mahdi Jafari, KNToosi University, Teqer�nh, Ir�n: "Onom�zomai Mahdi Jafari, kai

spoud�zw diasthmik  mhqanik . Ja  jela na sac parakalèsw na mou d¸sete

prìsbash sthn ektup¸simh morf  tou biblÐou sac. Euqarist¸.".

Jayakrishnan M, Kerala, IndÐa:�EÐmai proptuqiakìc foitht c majhmatik¸n, kai

xekÐnhsa na majaÐnw topologÐa apì autì to akadhmaðkì ètoc. 'O,ti èmaja mèqri

t¸ra, to èmaja q�rh sto biblÐo sac TopologÐa QwrÐc D�krua. H topologÐa

 tan h plèon dÔskolh perioq  twn majhmatik¸n gia mèna, mèqri na anakalÔyw to

biblÐo sac. Mèqri tìte, akìma kai an mpìresa na katapi¸ k�poia jewr mata,

mou  tan dÔskolo na lÔnw probl mata. Den mporoÔsa na proqwr sw ètsi:

k�ti èleipe, ¸ste na m' empodÐzei apì to na mpor¸ na apodeiknÔw jewr mata

qwrÐc bo jeia. Met� apì èreuna sto diadÐktuo, br ka arketèc phgèc p�nw

sthn topologÐa, oi opoÐec wstìso den  tan dunatìn na mou prosfèroun tÐpota

parap�nw apì tic panepisthmiakèc shmei¸seic. 'Htan tètoia hdon  na anakalÔyw

to biblÐo sac TopologÐa QwrÐc D�krua! 'Ena pragmatik� �risto biblÐo, mia

diaforetik  doulei� apì tic �llec, me mia prwtìtuph parousÐash tou jèmatoc.

NomÐzw autì sumbaÐnei diìti k�je orismìc akoloujeÐtai apì ènan arket�

ikanopoihtikì arijmì paradeigm�twn. Aut  thn stigm  mpor¸ na p¸ ìti mou

arèsei h TopologÐa san antikeÐmeno. Kai ja  jela gi' autì na sac ekfr�sw

thn eugnwmosÔnh mou.�.

M.A.R. Khan, Karachi, IndonhsÐa: �Sac euqarist¸ pou sthrÐzete ènan foitht 

apì mia tritokosmik  q¸ra�.



20 KEF�ALAIO 0. EISAGWG�H

0.4 LÐga Lìgia gia ton Suggrafèa

O suggrafèac tou biblÐou autoÔ, Sidney (Shmuel) Allen Morris, eÐnai Omìtimoc

Kajhght c sto panepist mio the University of Ballarat, thc AustralÐac, EpÐtimoc

Kajhght c sto panepist mio La Trobe University, kai proedreÔei sto Akadhmaðkì

SumboÔlio tou InstitoÔtou The William Light Institute, (Adelaide, Australia).

Mèqri ton AprÐlio tou 2010 up rxe Kajhght c thc Plhroforik c kai Prìedroc

tou Tomèa Ereun¸n, sthn Sqol  Information Technology and Mathematical

Sciences, tou panepisthmÐou the University of Ballarat. 'Eqei eklegeÐ wc taktikìc

Kajhght c sta Majhmatik�, sta panepist mia the University of South Australia,

the University of Wollongong kai sto panepist mio the University of New England.

'Eqei epÐshc eklegeÐ se akadhmaðkèc jèseic sta ex c panepist mia: New South

Wales, La Trobe University, University of Adelaide, Tel Aviv University, Tulane

University kai sto the University College of North Wales in Bangor. 'Eqei brabeujeÐ

me to brabeÐo the Lester R. Ford Award, apì ton organismì the Mathematical

Association of America kai èqei epÐshc brabeujeÐ gia thn exairetik  tou prosfor�

apì ton SÔllogo the Australian Computer Society. Up rxe Editor-in-Chief sto

episthmonikì periodikì Journal of Research and Practice in Information Technology,

Editor sta periodik� the Bulletin of the Australian Mathematical Society, the

Journal of Group Theory, ki epÐshc Editor-in-Chief sthn seir� the Australian

Mathematical Lecture Series – Cambridge University Press. 'Eqei ekdìsei tèssera

biblÐa:

(1) with Karl Heinrich Hofmann, “The Lie Theory of Connected Pro-Lie Groups: A

Structure Theory for Pro-Lie Algebras, Pro-Lie Groups, and Connected Locally

Compact Groups”, European Mathematical Society Publishing House, xv +

678pp, 2007, ISBN 978-3-03719-032-6;

(2) with Karl Heinrich Hofmann, “The Structure of Compact Groups: A Primer for

the Student — A Handbook for the Expert”, Third Edition, xxii + 924pp., de

Gruyter 2013. ISBN 978-3-11-029655-6

(3) “Pontryagin Duality and the Structure of Locally Compact Abelian Groups”,

Cambridge University Press,1977, 136pp. (tranlated into Russian and published

by Mir);

(4) with Arthur Jones and Kenneth R. Pearson, “Abstract Algebra and Famous

Impossibilities ”, Springer-Verlag Publishers, 1st ed. 1991, ISBN 0-387-97661-

2, Corr. 2nd printing 1993, ISBN 3-540-97661-2
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ki èqei dhmosieÔsei p�nw apì 150 ergasÐec, se episthmonik� periodik� me

krit . EÐnai epÐtimo kai isìbio mèloc thc Australian c Majhmatik c EtaireÐac,

thn opoÐa èqei uphret sei kai apì thn jèsh tou Antiproèdrou, ìntac mèloc tou

sumboulÐou thc gia p�nw apì 20 èth. Genn jhke sthn pìlh Brisbane 1947, ki

apofoÐthse (BSc(Hons)) apì to panepist mio the University of Queensland. 'Ena

qrìno met� thn apofoÐths  tou èlabe to didaktorikì tou apì to panepist mio

Flinders University. 'Eqei diatelèsei se ìla ta akadhmaðk� panepisthmiak� pìsta,

grammateiak� kai dioikhtik�, sumperilambanomènhc thc jèshc tou PrÔtanh kai

tou AntiprÔtanh.

c©Copyright 1985-2014. No part of this book may be reproduced by any process

without prior written permission from the author. ShmeÐwsh perÐ pneumatik¸n

dikaiwm�twn. Kanèna mèroc tou biblÐou autoÔ den epitrèpetai na antigrafeÐ,

me opoiod pote trìpo, qwrÐc thn grapt  �deia tou suggrafèa.



Kef�laio 1

TopologikoÐ Q¸roi

Eisagwg 

Ajl mata ìpwc to podìsfairo, h kalajosfaÐrish, klp. eÐnai pragmatik�

sunarpastik�, ìmwc gia na summet�sqei kaneÐc se aut� prèpei pr¸ta na m�jei

(k�poiouc apì touc) kanìnec tou paigqnidioÔ. To Ðdio sumbaÐnei kai me ta

majhmatik�.

Ja anoÐxoume to Kef�laio autì dÐnontac ton orismì thc TopologÐac, kai

met� ja d¸soume ta pr¸ta apl� paradeÐgmata peperasmènwn topologik¸n q¸rwn,

mh diakritik¸n q¸rwn kai q¸rwn efodiasmènwn me thn peperasmènh-kleist 

TopologÐa.

H TopologÐa, ìpwc sumbaÐnei kai me �llouc tomeÐc twn majhmatik¸n ìpwc

sthn jewrÐa om�dwn, eÐnai èna antikeÐmeno pou basÐzetai se mia axiwmatik 

je¸rhsh. XekinoÔme me èna sÔnolo axiwm�twn, kai qrhsimopoioÔme aut� ta

axi¸mata gia na apodeÐxoume prot�seic kai jewr mata. EÐnai exairetik�

shmantikì na kalliergeÐ kai na anaptÔssei kaneÐc diark¸c thn dexiìthta pou

apaiteÐtai gia thn suggraf  twn apodeÐxewn.

Ma giatÐ oi apodeÐxeic eÐnai tìso shmantikèc; FantasteÐte, gia par�deigma,

pwc mac anatèjhke na kataskeu�soume èna ktÐrio. Ja xekinoÔsame katarq�c me

thn kataskeu  twn jemelÐwn. 'Etsi den eÐnai? Sthn perÐptws  mac, mil¸ntac gia

topologÐa, ta jemèlia apoteloÔn ta axi¸mata (oi orismoÐ dhlad ) � otid pote

�llo ktÐzetai p�nw se aut�. K�je je¸rhma   prìtash anaparist� èna kainoÔrgio

epÐpedo gn¸shc kai prèpei na sthrÐzetai diark¸c sthn prohgoÔmenh gn¸sh.

22



23

'Etsi, ta jewr mata kai oi prot�seic apoteloÔn ta nèa gnwstik� epÐpeda, en¸

oi apodeÐxeic eÐnai aparaÐthtec, miac kai apoteloÔn ton sundetikì epÐpedo pou

ta en¸nei me ta prohgoÔmena epÐpeda. QwrÐc apodeÐxeic ìlo to oikodìmhma ja

katèrree.

TÐ eÐnai loipìn mia majhmatik  apìdeixh;

Majhmatik  apìdeixh eÐnai èna epark¸c jemeliwmèno epiqeÐrhma to opoÐo

xekin� me mi� dojeÐsa plhroforÐa, suneqÐzei me èna logikì epiqeÐrhma kai

katal gei me autì pou zhteÐtai na apodeiqjeÐ.

Mia apìdeixh prèpei na xekin� me thn katagraf  thc dojeÐsac plhroforÐac

kai met� prèpei na diatup¸netai autì pou mac zhteÐtai na apodeiqjeÐ. E�n

h plhroforÐa pou mac dÐdetai   autì pou zhteÐtai na apodeiqjeÐ emperièqei

teqnikoÔc ìrouc, tìte prèpei na ektejoÔn exarq c oi orismoÐ aut¸n twn teqnik¸n

ìrwn.

K�je apìdeixh prèpei na apoteleÐtai apì oloklhrwmènec prot�seic. K�je

mÐa apì autèc tic prot�seic prèpei na eÐnai to epakìloujo (i) twn prohgoumènwc

diatupwjèntwn prot�sewn   (ii) enìc jewr matoc, mÐac prìtashc   enìc l mmatoc

pou èqoun prwtÔtera apodeiqjeÐ.

O anagn¸sthc autoÔ tou biblÐou ja sunant sei pollèc apodeÐxeic, all�

ja prèpei na tonisteÐ ìti sta majhmatik� den up�rqoun jeatèc: to paigqnÐdi

afor� touc p�ntec. O mìnoc trìpoc gia na m�jei kaneÐc na gr�fei apodeÐxeic

eÐnai na prospaj sei na tic gr�yei mìnoc tou.
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1.1 TopologÐa

1.1.1 OrismoÐ. 'Estw X èna mh kenì sÔnolo. 'Ena sÔnolo τ uposunìlwn

tou X eÐnai mia topologÐa sto X e�n:

(i) to sÔnolo X kai to kenì sÔnolo, Ø, an koun sto τ ,

(ii) h ènwsh opoioud pote (peperasmènou   apeÐrou) arijmoÔ sunìlwn sto

τ an kei sto τ kai

(iii) h tom  opoiond pote dÔo sunìlwn sto τ an kei sto τ .

To zeÔgoc (X,τ ) kaleÐtai topologikìc q¸roc.

1.1.2 Par�deigma. 'Estw X = {a, b, c, d, e, f} kai

τ 1 = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e, f}}.

To sÔnolo τ 1 ja eÐnai mia topologÐa sto X, epeid  ikanopoieÐ tic sunj kec (i),

(ii) kai (iii) twn orism¸n 1.1.1.

1.1.3 Par�deigma. 'Estw X = {a, b, c, d, e} kai

τ 2 = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, e}, {b, c, d}}.

Tìte to τ 2 den apoteleÐ mia topologÐa sto X, diìti h ènwsh

{c, d} ∪ {a, c, e} = {a, c, d, e},

dÔo stoiqeÐwn tou τ 2, den an kei sto τ 2 ; dhlad , to τ 2 den ikanopoieÐ thn

sunj kh (ii) twn orism¸n 1.1.1.

1.1.4 Par�deigma. 'Estw X = {a, b, c, d, e, f} kai

τ 3 = {X,Ø, {a}, {f}, {a, f}, {a, c, f}, {b, c, d, e, f}} .

To sÔnolo τ 3 den apoteleÐ topologÐa sto X, epeid  h tom 

{a, c, f} ∩ {b, c, d, e, f} = {c, f},

dÔo sunìlwn sto τ 3, den an kei sto τ 3 ; dhlad , to τ 3 den ikanopoieÐ thn

idiìthta (iii) twn orism¸n 1.1.1.



1.1. TOPOLOG�IA 25

1.1.5 Par�deigma. 'Estw N to sÔnolo ìlwn twn fusik¸n arijm¸n (dhlad 

to sÔnolo ìlwn twn jetik¸n akeraÐwn arijm¸n) kai èstw epÐshc to sÔnolo τ 4

apoteleÐtai apì ta stoiqeÐa N, Ø, kaj¸c kai apì ìla ta peperasmèna uposÔnola

tou N. Tìte, to τ 4 den apoteleÐ mia topologÐa sto N, diìti h �peirh ènwsh

{2} ∪ {3} ∪ · · · ∪ {n} ∪ · · · = {2, 3, . . . , n, . . . },

sunìlwn tou τ 4, den an kei sto τ 4 ; en olÐgoic, to τ 4 den ikanopoieÐ thn idiìthta

(ii) twn Orism¸n 1.1.1.

1.1.6 OrismoÐ. 'Estw X èna mh kenì sÔnolo kai èstw τ to sÔnolo

ìlwn twn uposunìlwn tou X. Tìte to τ kaleÐtai diakritik  topologÐa sto

sÔnolo X. O de topologikìc q¸roc (X,τ ) kaleÐtai diakritìc q¸roc.

ParathroÔme ìti to sÔnolo τ , stouc OrismoÔc 1.1.6, ikanopoieÐ tic sunj kec

twn Orism¸n 1.1.1, �ra apoteleÐ pr�gmati mia topologÐa.

ParathroÔme epÐshc ìti to sÔnolo X, twn orism¸n 1.1.6, ja mporoÔse

na eÐnai opoiod pote mh kenì sÔnolo. Opìte, up�rqei ènac �peiroc arijmìc

diakritik¸n q¸rwn � ènac gia k�je sÔnolo X.

1.1.7 OrismoÐ. 'Estw X èna mh kenì sÔnolo kai èstw τ = {X,Ø}.
Tìte, to τ kaleÐtai mh diakritik  topologÐa kai o (X,τ ) lègetai mh

diakritikìc q¸roc.

'Opwc kai me ta prohgoÔmena paradeÐgmata, exet�zontac an to sÔnolo τ
ikanopoieÐ tic sunj kec twn Orism¸n 1.1.1, brÐskoume ìti ìntwc apoteleÐ mia

topologÐa.

ParathroÔme, gia akìma mia for�, ìti to sÔnolo X, stouc OrismoÔc 1.1.7,

ja mporoÔse na eÐnai opoiod pote mh kenì sÔnolo. 'Etsi, sumperaÐnoume ìti

up�rqoun �peiroi mh diakritikoÐ q¸roi � ènac gia k�je sÔnolo X.
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Sthn eisagwg  autoÔ tou kefalaÐou suzht same gia

thn shmantikìthta twn apodeÐxewn kai gia thn diadikasÐa

thc suggraf c touc. H pr¸th mac empeirÐa p�nw

sthn apodeiktik  diadikasÐa ja pragmatwjeÐ sto

par�deigma 1.1.8 kai sthn prìtash 1.1.9. O anagn¸sthc

ja prèpei na melet sei tic apodeÐxeic autèc polÔ

prosektik�.

1.1.8 Par�deigma. E�n X = {a, b, c} kai τ eÐnai mia topologÐa sto X me

{a} ∈ τ , {b} ∈ τ , kai {c} ∈ τ , apodeÐxte ìti to sÔnolo τ eÐnai h diakritik 

topologÐa.

Apìdeixh.

Mac dÐdetai ìti to sÔnolo τ eÐnai mia topologÐa kai ìti {a} ∈ τ , {b} ∈ τ ,
kai {c} ∈ τ .

Mac zhteÐtai na apodeÐxoume ìti to τ eÐnai h diakritik  topologÐa;

dhlad , prèpei na apodeÐxoume (me b�sh touc orismoÔc 1.1.6) ìti to

τ perièqei ìla ta uposÔnola tou X. UpenjumÐzoume ìti to τ san

topologÐa ikanopoieÐ tic sunj kec (i), (ii) kai (iii) twn Orism¸n 1.1.1.

'Etsi loipìn, ja xekin soume thn apìdeixh ekjètwntac analutik� ìla

ta uposÔnola tou X.

To sÔnolo X apoteleÐtai apì 3 stoiqeÐa, opìte èqei 23 diaforetik� uposÔnola,

ta opoÐa eÐnai ta ex c: S1 = Ø, S2 = {a}, S3 = {b}, S4 = {c}, S5 = {a, b}, S6 = {a, c},
S7 = {b, c}, kai S8 = {a, b, c} = X.

Prèpei na apodeÐxoume ìti k�je èna apì aut� ta uposÔnola an koun sto τ .
Efìson to τ eÐnai mia topologÐa, apì ton orismì 1.1.1 (i) sun�goume ìti to X

kai to Ø an koun sto τ ; dhlad , S1 ∈ τ kai S8 ∈ τ .
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Mac dÐdetai ìti {a} ∈ τ , {b} ∈ τ kai {c} ∈ τ ; dhlad , S2 ∈ τ , S3 ∈ τ kai S4 ∈ τ .

Gia na oloklhrwjeÐ h apìdeixh, prèpei na deÐxoume ìti S5 ∈ τ , S6 ∈ τ , kai
S7 ∈ τ . 'Omwc S5 = {a, b} = {a} ∪ {b}. Efìson mac dÐdetai ìti {a} kai {b} an koun
sto τ , apì ton orismì 1.1.1 (ii) sun�goume ìti h ènws  touc epÐshc an kei sto

τ ; dhlad , S5 = {a, b} ∈ τ .

'Omoia, S6 = {a, c} = {a} ∪ {c} ∈ τ kai S7 = {b, c} = {b} ∪ {c} ∈ τ .

Sta eisagwgik� sqìlia autoÔ tou kefalaÐou, parathr same ìti ta majhmatik�

den prosfèrontai se jeatèc. Prèpei kaneÐc na eÐnai mèsa sto paigqnÐdi, kai

autì proôpojètei thn epÐmonh prosp�jeia epÐlushc ask sewn. Ektìc bèbaia

autoÔ, ja prèpei kaneÐc na katanoeÐ, pr¸ta ap' ìla, to jewrhtikì upìbajro pou

qrei�zetai gia thn katanìhsh enìc probl matoc.

'Enac apì touc stìqouc tou anagn¸sth ja prèpei na eÐnai h exoikeÐwsh

me tic apodeÐxeic pou dÐdontai ed¸, kai h diark c anaz thsh apant sewn se

ìpoiec erwt seic ton apasqoloÔn. Gia par�deigma, mìlic èqoume apodeÐxei

ìti gia k�je èna apì ta monosÔnola {a}, {b} kai {c} sto τ , ìpou X = {a, b, c},
èqoume ìti to sÔnolo τ eÐnai h diakritik  TopologÐa. Ja prèpei na dierwthjeÐ

kaneÐc e�n sthn apìdeixh aut  melet jhke èna sugkekrimèno   èna genikìtero

fainìmeno. Dhlad , e�n (X,τ ) eÐnai ènac topologikìc q¸roc, ètsi ¸ste h

topologÐa τ na perièqei k�je monosÔnolo, eÐnai to sÔnolo τ aparaÐthta h

diakritik  topologÐa; H ap�nthsh eÐnai jetik , kai h apìdeixh dÐdetai sthn

Prìtash 1.1.9.
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1.1.9 Prìtash. E�n (X,τ ) eÐnai ènac topologikìc q¸roc ètsi ¸ste, gia

k�je x ∈ X, to monosÔnolo {x} na an kei sto sÔnolo τ , tìte to τ eÐnai h

diakritik  topologÐa.

Apìdeixh.

To apotèlesma autì apoteleÐ genÐkeush tou ParadeÐgmatoc 1.1.8, opìte

o anagn¸sthc ja perÐmene ìti h apìdeix  tou ja eÐnai ìmoia me autì.

Parìla aut� ìmwc, den èqoume thn dunatìthta na katagr�youme èna

proc èna ìla ta uposÔnola tou X, ìpwc me to Par�deigma 1.1.8, epeid 

to X ja mporoÔse �neta na eÐnai �peiro sÔnolo. 'Ara, ja prèpei na

apodeÐxoume ìti k�je uposÔnolo tou X an kei sto τ .

Se autì to shmeÐo o anagn¸sthc ja parotrunjeÐ na apodeÐxei to

Ðdio apotèlesma gia merikèc eidikèc peript¸seic. Gia par�deigma,

paÐrnontac to X na apoteleÐtai apì 4, 5   akìma kai apì 100 stoiqeÐa.

Aut  h prosèggish wstìso den eÐnai h endedeigmènh kai ja katal xei me

majhmatik  akrÐbeia sthn apotuqÐa. Epistrèfoume sta arqik� sqìlia

se autì to kef�laio, ìpou perigr�yame mia majhmatik  apìdeixh wc èna

xek�jaro epiqeÐrhma, to opoÐo sthrÐzetai se ger� jemèlia. Den eÐnai

dunatìn na par�xoume tètoia epiqeir mata me anafor� se merikèc eidikèc

peript¸seic   akìma kai se megalÔtero arijmì eidik¸n peript¸sewn.

To epiqeÐrhm� mac epib�lletai na kalÔptei ìlec tic peript¸seic.

Opìte, ja prèpei na jewr soume thn genik  perÐptwsh enìc mh kenoÔ

sunìlou X kai na apodeÐxoume ìti k�je uposÔnolo tou X an kei sto τ .

Epanexet�zontac to Par�deigma 1.1.8, blèpoume ìti to kleidÐ sthn

katanìhs  tou brÐsketai sthn parat rhsh ìti k�je uposÔnolo tou

sunìlou X eÐnai ènwsh monosunìlwn tou X, kai gnwrÐzoume ìti ìla

ta monosÔnola emperièqontai sthn topologÐa τ . Autì alhjeÔei epÐshc

kai gia pio genikèc peript¸seic.

XekinoÔme loipìn thn apìdeixh èqontac kat� nou ìti k�je sÔnolo eÐnai

ènwsh twn uposunìlwn tou pou eÐnai monosÔnola. 'Estw S èna opoiod pote
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uposÔnolo tou X. Tìte:

S =
⋃
x∈S

{x}.

Efìson mac dÐdetai ìti k�je {x} an kei sto sÔnolo τ , oi OrismoÐ 1.1.1 (ii) kai

h parap�nw exÐswsh sunep�gontai pwc to S ∈ τ . AfoÔ to S eÐnai aujaÐreto

uposÔnolo tou X, katal goume sto sumpèrasma pwc to sÔnolo τ eÐnai h

diakritik  topologÐa.

To gegonìc ìti k�je sÔnolo S apoteleÐ ènwsh twn monosunìlwn tou

eÐnai èna apotèlesma pou ja qrhsimopoioÔme enÐote se autì to biblÐo, se

diaforetikèc peript¸seic.

Shmei¸noume ìti autì isqÔei kai sthn perÐptwsh ìpou S = Ø, diìti se

aut n thn perÐptwsh sqhmatÐzoume autì pou eÐnai gnwstì wc ken  ènwsh, ìpou

paÐrnoume to Ø wc apotèlesma.

Ask seic 1.1

1. 'Estw X = {a, b, c, d, e, f}. Na brejeÐ e�n h k�je mia apì tic parak�tw sullogèc

uposunìlwn tou X apoteleÐ mia topologÐa sto X,   ìqi:

(a) τ 1 = {X, Ø, {a}, {a, f}, {b, f}, {a, b, f}},

(b) τ 2 = {X, Ø, {a, b, f}, {a, b, d}, {a, b, d, f}},

(c) τ 3 = {X, Ø, {f}, {e, f}, {a, f}}.

2. 'Estw X = {a, b, c, d, e, f}. Poi� apì tic akìloujec sullogèc uposunìlwn tou

X apoteloÔn mia topologÐa sto X? (DikaiologeÐste tic apant seic sac.)

(a) τ 1 = {X, Ø, {c}, {b, d, e}, {b, c, d, e}, {b}},

(b) τ 2 = {X, Ø, {a}, {b, d, e}, {a, b, d}, {a, b, d, e}},

(c) τ 3 = {X, Ø, {b}, {a, b, c}, {d, e, f}, {b, d, e, f}}.

3. E�n X = {a, b, c, d, e, f} kai τ eÐnai h diakritik  topologÐa sto X, poièc apì

tic akìloujec prot�seic eÐnai �lhjeÐc;
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(a) X ∈ τ , (b) {X} ∈ τ , (c) {Ø} ∈ τ , (d) Ø ∈ τ ,

(e) Ø ∈ X, (f) {Ø} ∈ X, (g) {a} ∈ τ , (h) a ∈ τ ,

(i) Ø ⊆ X, (j) {a} ∈ X, (k) {Ø} ⊆ X, (l) a ∈ X,

(m) X ⊆ τ , (n) {a} ⊆ τ , (o) {X} ⊆ τ , (p) a ⊆ τ .
[Bo jhma: Akrib¸c èxi apì tic parap�nw prot�seic eÐnai alhjeÐc.]

4. 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc. Exet�ste an h tom  enìc peperasmènou

arijmoÔ sunìlwn tou τ eÐnai èna sÔnolo sto τ .
[Bo jhma: QrhsimopoieÐste �majhmatik  epagwg �.]

5. 'Estw R èna sÔnolo pragmatik¸n arijm¸n. ApodeÐxte ìti kajemÐa apì tic

parak�tw sullogèc uposunìlwn tou R apoteleÐ mia topologÐa.

(i) To τ 1 apoteleÐtai apì ta sÔnola R, Ø, kai k�je di�sthma thc morf c

(−n, n), ìpou n eÐnai ènac jetikìc akèraioc arijmìc,

(ii) To τ 2 apoteleÐtai apì ta sÔnola R, Ø, kai k�je di�sthma thc morf c

[−n, n], ìpou n jetikìc akèraioc arijmìc,

(iii) To τ 3 apoteleÐtai apì ta sÔnola R, Ø, kai k�je di�sthma [n,∞), ìpou

n jetikìc akèraioc arijmìc.

6. 'Estw N to sÔnolo ìlwn twn akeraÐwn arijm¸n. ApodeÐxte ìti k�je mÐa

apì tic parak�tw sullogèc uposunìlwn tou N apoteleÐ topologÐa.

(i) To sÔnolo τ 1 apoteleÐtai apì to sÔnolo N, to Ø kai k�je sÔnolo thc

morf c {1, 2, . . . , n}, ìpou n jetikìc akèraioc. (H topologÐa aut  eÐnai

gnwst  wc topologÐa tou arqikoÔ tm matoc.)

(ii) To sÔnolo τ 2 apoteleÐtai apì to sÔnolo N, to Ø kai k�je sÔnolo thc

morf c {n, n+ 1, . . . }, ìpou n jetikìc akèraioc. (H topologÐa aut  eÐnai

gnwst  wc topologÐa tou telikoÔ tm matoc.)

7. Ekjèste analutik� ìlec tic pijanèc topologÐec pou mporoÔn na oristoÔn

sta parak�tw sÔnola:

(a) X = {a, b} ,
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(b) Y = {a, b, c}.

8. 'Estw X èna sÔnolo apeÐrou arijmoÔ stoiqeÐwn kai èstw τ mia topologÐa

sto X. E�n k�je uposÔnolo tou X me �peiro arijmì stoiqeÐwn an kei sthn

topologÐa τ , na apodeÐxte ìti h topologÐa τ eÐnai h diakritik  topologÐa.

9.* 'Estw R to sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n. Akrib¸c treÐc apì tic

parak�tw sullogèc uposunìlwn tou R apoteloÔn topologÐa sto sÔnolo

R: entopÐste autèc tic topologÐec, dikaiolog¸ntac thn ap�nths  sac.

(i) To sÔnolo τ 1 apoteleÐtai apì to R, to Ø kai apì k�je di�sthma thc

morf c (a, b), ìpou a kai b pragmatikoÐ arijmoÐ me a < b .

(ii) To sÔnolo τ 2 apoteleÐtai apì to R, to Ø kai apì k�je di�sthma (−r, r),
ìpou r ènac jetikìc pragmatikìc arijmìc.

(iii) To sÔnolo τ 3 apoteleÐtai apì to R, to Ø kai apì k�je di�sthma (−r, r),
ìpou r ènac jetikìc rhtìc arijmìc.

(iv) To sÔnolo τ 4 apoteleÐtai apì to R, to Ø kai apì k�je di�sthma [−r, r],
ìpou r ènac jetikìc rhtìc arijmìc.

(v) To sÔnolo τ 5 apoteleÐtai apì to R, to Ø kai apì k�je di�sthma (−r, r),
ìpou r ènac jetikìc �rrhtoc arijmìc.

(vi) To sÔnolo τ 6 apoteleÐtai apì to R, to Ø kai apì k�je di�sthma [−r, r],
ìpou r ènac jetikìc �rrhtoc arijmìc.

(vii) To sÔnolo τ 7 apoteleÐtai apì to R, to Ø kai apì k�je di�sthma [−r, r),
ìpou r ènac jetikìc pragmatikìc arijmìc.

(viii) To sÔnolo τ 8 apoteleÐtai apì to R, to Ø kai apì k�je di�sthma (−r, r],
ìpou r ènac jetikìc pragmatikìc arijmìc.

(ix) To sÔnolo τ 9 apoteleÐtai apì to R, to Ø, apì k�je di�sthma [−r, r] kai
apì k�je di�sthma (−r, r), ìpou r ènac jetikìc pragmatikìc arijmìc.

(x) To sÔnolo τ 10 apoteleÐtai apì to R, to Ø, apì k�je di�sthma [−n, n]

kai apì k�je di�sthma (−r, r), ìpou n ènac jetikìc akèraioc kai r ènac

jetikìc pragmatikìc arijmìc.
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1.2 Anoiqt� SÔnola, Kleist� SÔnola

Apì to na apokaloÔme diark¸c ta stoiqeÐa tou sunìlou τ �mèlh� tou, brÐskoume

bolikì na ta d¸soume èna pio sugkekrimèno ìnoma. To ìnoma pou ta dÐdoume

loipìn eÐnai �anoiqt� sÔnola�. Ja d¸soume epÐshc sugkekrimèno ìnoma kai gia

ta sumplhr¸mata twn anoiqt¸n sunìlwn. Ja ta apokaloÔme apl� �kleist�

sÔnola�. H sugkekrimènh nomenklatoÔra den eÐnai h idanikìterh, wstìso

èqei tic rÐzec thc sthn gnwst  orologÐa twn �anoiqt¸n diasthm�twn� kai twn

�kleist¸n diasthm�twn� thc pragmatik c eujeÐac. H sugkekrimènh suz thsh ja

suneqisteÐ sto Kef�laio 2.

1.2.1 Orismìc. 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc. Ta stoiqeÐa tou

sunìlou τ lègontai anoiqt� sÔnola.

1.2.2 Orismìc. E�n (X,τ ) eÐnai ènac topologikìc q¸roc, tìte:

(i) to sÔnolo X kai to Ø eÐnai anoiqt� sÔnola,

(ii) h ènwsh (peperasmènh   �peirh) opoioud pote arijmoÔ anoiqt¸n

sunìlwn apoteleÐ anoiqtì sÔnolo kai

(iii) h tom  k�je peperasmènou arijmoÔ anoiqt¸n sunìlwn eÐnai anoiqtì

sÔnolo.

Apìdeixh. EÐnai fanerì ìti to (i) kai to (ii) èpontai apì ton Orismì 1.2.1 kai

touc OrismoÔc 1.1.1 (i) kai (ii). H sunj kh (iii) eÐnai epakìloujo tou OrismoÔ

1.2.1 kai twn Ask sewn 1.1 #4.

Melet¸ntac thn Prìtash 1.2.2, o anagn¸sthc pijan¸c na k�nei thn ex c

er¸thsh: en¸ k�je peperasmènh   �peirh ènwsh anoiqt¸n sunìlwn eÐnai

anoiqtì sÔnolo, anafèroume mìno ìti peperasmènec tomèc anoiqt¸n sunìlwn

eÐnai anoiqt� sÔnola. EÐnai apì thn �llh oi �peirec tomèc anoiqt¸n sunìlwn

p�nta anoiqtèc? To par�deigma pou akoloujeÐ mac deÐqnei pwc ìqi.
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1.2.3 Par�deigma. 'Estw N to sÔnolo twn jetik¸n akeraÐwn arijm¸n kai

èstw τ to sÔnolo pou apoteleÐtai apì to Ø kai apì k�je uposÔnolo S, tou N,
ètsi ¸ste to sumpl rwma tou S sto N, dhlad  to N \ S, na eÐnai peperasmèno

sÔnolo. EÔkola apodeiknÔetai ìti to sÔnolo τ ikanopoieÐ touc OrismoÔc 1.1.1,

opìte kai apoteleÐ mia topologÐa sto N. (Sto epìmeno kef�laio ja epanèljoume
se aut n thn TopologÐa, h opoÐa kaleÐtai peperasmènh-kleist  TopologÐa.)

Gia k�je fusikì arijmì n, orÐzoume to sÔnolo Sn wc ex c:

Sn = {1} ∪ {n+ 1} ∪ {n+ 2} ∪ {n+ 3} ∪ · · · = {1} ∪
∞⋃

m=n+1

{m}.

EÐnai xek�jaro pwc k�je Sn eÐnai anoiqtì sÔnolo wc proc thn topologÐa τ ,
epeid  to sumpl rwm� tou eÐnai èna peperasmèno sÔnolo. Apì thn �llh ìmwc:

∞⋂
n=1

Sn = {1}. (1)

Efìson to sumpl rwma tou {1} den eÐnai oÔte Ðso me to sÔnolo N, oÔte eÐnai

peperasmèno sÔnolo, to {1} den mporeÐ na eÐnai anoiqtì. 'Ara, h sqèsh (1) mac

apodeiknÔei ìti h tom  anoiqt¸n sunìlwn tou Sn den eÐnai anoiqtì sÔnolo.

O anagn¸sthc Ðswc na dierwthjeÐ: me poi� mèjodo kataskeu�same to

Par�deigma 1.2.3? H ap�nthsh den eÐnai kai tìso sunarpastik : to par�deigma

kataskeu�sthke met� apì pollèc apotuqhmènec dokimèc, mèqri na ft�soume sto

epijumhtì apotèlesma.

Epanerqìmenoi t¸ra sthn diakritik  topologÐa, eÐnai eÔkolo n� parathr sei

kaneÐc ìti k�je tom  anoiqt¸n sunìlwn eÐnai èna anoiqtì sÔnolo. To Ðdio

sumbaÐnei kai me thn mh diakritik  topologÐa. Opìte, autì pou qrei�zetai, wc

proc thn exagwg  sumperasm�twn autoÔ tou tÔpou, eÐnai na k�nei kaneÐc aplèc

kai logikèc upojèseic.

Apì thn �llh, gia na apodeiqjeÐ ìti h tom  anoiqt¸n sunìlwn den apoteleÐ

kat' an�gkh anoiqtì sÔnolo, den eÐnai an�gkh na gÐnoun logikèc upojèseic:

arkeÐ h èkjesh enìc antiparadeÐgmatoc!

1.2.4 Orismìc. 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc. 'Ena uposÔnolo

S, tou X, lègetai kleistì sÔnolo tou (X,τ ), e�n to sumpl rwm� tou sto X,

dhlad  to X \ S, eÐnai anoiqtì sto (X,τ ).
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Sto par�deigma 1.1.2, ta kleist� sÔnola eÐnai ta akìlouja:

Ø, X, {b, c, d, e, f}, {a, b, e, f}, {b, e, f} kai {a}.

E�n (X,τ ) eÐnai o diakritikìc q¸roc, tìte eÐnai fanerì ìti k�je uposÔnolo tou

X eÐnai kleistì sÔnolo. Apì thn �llh, ston mh diakritikì q¸ro (X,τ ), ta mìna

kleist� sÔnola eÐnai to X kai to Ø.

1.2.5 Prìtash. E�n (X,τ ) eÐnai ènac topologikìc q¸roc, tìte:

(i) to Ø kai to X apoteloÔn kleist� sÔnola.

(ii) H tom  k�je (peperasmènou   �peirou) arijmoÔ kleist¸n sunìlwn

apoteleÐ kleistì sÔnolo.

(iii) H ènwsh opoioud pote peperasmènou arijmoÔ kleist¸n sunìlwn

apoteleÐ kleistì sÔnolo.

Apìdeixh. To (i) èpetai apì thn Prìtash 1.2.2 (i) kai apì ton Orismì 1.2.4,

epeid  to sumpl rwma tou X eÐnai to Ø kai to sumpl rwma tou Ø eÐnai to X.

Gia na apodeÐxoume ìti to (iii) alhjeÔei, èstw S1, S2, . . . , Sn kleist� sÔnola

sto X. Ja prèpei na apodeÐxoume ìti to sÔnolo S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn eÐnai epÐshc

kleistì. ArkeÐ loipìn na deÐxoume, èqontac san b�sh ton Orismì 1.2.4, ìti to

sÔnolo X \ (S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn) apoteleÐ anoiqtì sÔnolo.

Epeid  ta sÔnola S1, S2, . . . , Sn eÐnai kleist�, ta sumplhr¸mat� touc X \S1, X \
S2, . . . , X \ Sn ja eÐnai anoiqt� sÔnola. 'Omwc:

X \ (S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn) = (X \ S1) ∩ (X \ S2) ∩ · · · ∩ (X \ Sn). (1)

Epeid  to dexÐ mèroc tou (1) eÐnai peperasmènh tom  anoiqt¸n sunìlwn, ja

eÐnai anoiqtì sÔnolo. 'Ara, to aristerì mèroc tou (1) ja eÐnai epÐshc anoiqtì

sÔnolo. Opìte, S1 ∪S2 ∪ · · · ∪Sn ja eÐnai kleistì sÔnolo, kai sunep¸c h prìtash

(iii) ja alhjeÔei.

H apìdeixh gia thn prìtash (ii) eÐnai parìmoia me aut n thc (iii). [Up�rqei

wstìso mia proeidopoÐhsh, pou o anagn¸sthc epib�lletai na diab�sei sthn

apìdeixh tou paradeÐgmatoc 1.3.9.]
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ProeidopoÐhsh. Oi onomasÐec �anoiqtì� kai �kleistì� pollèc forèc prokaloÔn

sÔgqush ston arq�rio anagn¸sth. Par� thn etumologÐa twn lèxewn, up�rqoun

anoiqt� sÔnola pou tautoqrìnwc eÐnai kai kleist�! Epiplèon, up�rqoun

sÔnola pou den eÐnai oÔte anoiqt� oÔte kleist�. Pr�gmati, an jewr soume

to Par�deigma 1.1.2, blèpoume ìti:

(i) To sÔnolo {a} eÐnai kai kleistì kai anoiqtì,

(ii) to sÔnolo {b, c} den eÐnai oÔte anoiqtì oÔte kleistì,

(iii) to sÔnolo {c, d} eÐnai anoiqtì ma ìqi kleistì kai

(iv) to sÔnolo {a, b, e, f} eÐnai kleistì ma ìqi anoiqtì.

Se ènan diakritikì q¸ro, k�je sÔnolo eÐnai tautoqrìnwc kleistì kai

anoiqtì, en¸ se ènan mh diakritikì q¸ro (X,τ ), ìla ta uposÔnola tou X, ektìc

apì to X kai to Ø, den eÐnai oÔte anoiqt� oÔte kleist� sÔnola.

UpenjumÐzontac ìti up�rqoun sÔnola ta opoÐa dÔnantai na eÐnai tautoqrìnwc

kleist� kai anoiqt�, ja parousi�soume ton parak�tw orismì.

1.2.6 Orismìc. 'Ena uposÔnolo S, enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ),

lègetai kleist�noiqto sÔnolo, e�n eÐnai tautoqrìnwc kleistì kai anoiqtì

ston (X,τ ).

Se k�je topologikì q¸ro (X,τ ) tìso to sÔnolo X ìso kai to Ø eÐnai

kleist�noiqta1.

Se ènan diakritikì q¸ro, ìla ta uposÔnola tou X eÐnai kleist�noiqta.

Se ènan mh diakritikì q¸ro, ta mìna kleist�noiqta sÔnola eÐnai to X kai

to Ø.

Ask seic 1.2

1
Παραδεχόμαστε ότι η λέξη ‘κλειστάνοιχτο’ είναι αδόκιμη, αλλά καμιά φορά στα μαθηματικά

προηγείται η σαφήνεια και η απλότητα, της γλωσσικής επάρκειας και της ορθής χρήσης των

γραμματικών και συντακτικών κανόνων.
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1. DhmiourgeÐste mia lÐsta ìlwn twn 64 uposunìlwn tou sunìlou X, tou

paradeÐgmatoc 1.1.2. Anefèrete, dÐpla apì k�je sÔnolo, e�n eÐnai (i)

kleist�noiqto, (ii) oÔte anoiqtì oÔte kleistì, (iii) anoiqtì kai ìqi kleistì,

(iv) kleistì ma ìqi anoiqtì.

2. 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc me thn idiìthta ìti k�je uposÔnolì

tou eÐnai kleistì sÔnolo. ApodeÐxte ìti o q¸roc autìc eÐnai o diakritikìc.

3. ParathroÔme ìti e�n (X,τ ) eÐnai o diakritikìc q¸roc   o mh diakritikìc

q¸roc, tìte k�je anoiqtì sÔnolo eÐnai autom�twc kleist�noiqto sÔnolo.

Na brejeÐ mia topologÐa τ , sto sÔnolo X = {a, b, c, d}, h opoÐa na mhn

eÐnai oÔte h diakritik , oÔte h mh diakritik  topologÐa, all� na fèrei

thn idiìthta ìti k�je anoiqtì sÔnolo eÐnai kleist�noiqto.

4. 'Estw X èna �peiro sÔnolo. E�n τ eÐnai mia topologÐa sto X, tètoia ¸ste

k�je �peiro uposÔnolo tou X na eÐnai kleistì, na apodeiqjeÐ ìti h τ eÐnai

h diakritik  topologÐa.

5. 'Estw X èna �peiro sÔnolo kai èstw τ mia topologÐa sto X, me thn idiìthta

ìti to monadikì �peiro sÔnolo sto X, to opoÐo eÐnai tautoqrìnwc kai

anoiqtì, eÐnai to Ðdio to X. EpÐshc, eÐnai o q¸roc (X,τ ) aparaÐthta ènac

mh diakritikìc q¸roc?

6. (i) 'Estw τ mia topologÐa se èna sÔnolo X, tètoia ¸ste to sÔnolo τ
na apoteleÐtai apì akrib¸c tèssera sÔnola,  toi, τ = {X,Ø, A,B}, ìpou A

kai B eÐnai dÔo mh ken�, diaforetik� metaxÔ touc kai kanonik� uposÔnola

tou X. ['Ena sÔnolo A lègetai kanonikì uposÔnolo tou X e�n A ⊆ X kai

A 6= X. Sumbolik�, gr�foume A ⊂ X.] Na apodeiqjeÐ ìti ta sÔnola A kai B

ikanopoioÔn akrib¸c mÐa apì tic akìloujec sunj kec:

(a) B = X \ A (b) A ⊂ B (c) B ⊂ A
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[Bo jhma: 'Arqik� na apodeiqjeÐ ìti ta sÔnola A kai B prèpei na ikanopoioÔn

toul�qiston mÐa apì tic sunj kec kai met� na apodeiqjeÐ ìti den mporoÔn

na ikanopoioÔn p�nw apì mÐa apì autèc tic sunj kec.]

(ii) Qrhsimopoi¸ntac to (i), na grafeÐ mia lÐsta ìlwn twn topologi¸n sto

sÔnolo X = {1, 2, 3, 4}, pou na apoteloÔntai apì akrib¸c tèssera sÔnola.

1.3 H Peperasmènh-Kleist  TopologÐa

EÐnai sÔnhjec na orÐzoume mia topologÐa se èna sÔnolo, me to na kajorÐsoume

exarq c poi� apì ta sÔnola eÐnai anoiqt�. Wstìso, merikèc forèc eÐnai poiì

efiktì na perigr�youme mia topologÐa mèsw kleist¸n sunìlwn apokleistik�.

O orismìc pou akoloujeÐ apoteleÐ apoteleÐ mia tètoia perÐptwsh.

1.3.1 Orismìc. 'Estw X èna mh kenì sÔnolo. Mia topologÐa τ , sto
X, lègetai peperasmènh-kleist  TopologÐa   pio apl� sumpeperasmènh

TopologÐa, e�n ta kleist� uposÔnola tou X eÐnai to X kaj¸c kai ìla

ta peperasmèna uposÔnola tou X. Me �lla lìgia, ta anoiqt� sÔnola eÐnai

to Ø kai ìla ta uposÔnola tou X, ta opoÐa èqoun peperasmèno sumpl rwma.

Akìma mia for� jewroÔme anagkaÐo na exetasteÐ ìti to τ , ston Orismì

1.3.1, apoteleÐ ìntwc mia topologÐa, dhlad  ikanopoieÐ tic sunj kec twn

Orism¸n 1.1.1.

Shmei¸noume ìti o orismìc 1.3.1 den mac exasfalÐzei ìti k�je topologÐa,

h opoÐa èqei to X kai ta peperasmèna uposÔnola tou X kleist�, eÐnai h

peperasmènh-kleist  TopologÐa. Epib�lletai na eÐnai apokleistik� kleist�

ta sÔnola. [Fusik�, sthn diakritik  TopologÐa se èna sÔnolo X, to sÔnolo

X kai ìla ta peperasmèna uposÔnola tou X eÐnai pr�gmati kleist�, ìpwc eÐnai

epÐshc kai ìla ta �lla uposÔnola tou X.]

Sthn peperasmènh-kleist  TopologÐa, ìla ta peperasmèna sÔnola eÐnai

kleist�. Wstìso, to parak�tw par�deigma deÐqnei ìti �peira sÔnola den eÐnai

kat' an�gkh anoiqt� sÔnola.
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1.3.2 Par�deigma. E�n N eÐnai to sÔnolo ìlwn twn jetik¸n akeraÐwn

arijm¸n, tìte sÔnola ìpwc ta {1}, {5, 6, 7}, {2, 4, 6, 8} eÐnai peperasmèna, opìte

kai kleist�, sthn peperasmènh-kleist  topologÐa. 'Ara, ta sumplhr¸mata:

{2, 3, 4, 5, . . .}, {1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, . . .}, {1, 3, 5, 7, 9, 10, 11, . . .}

apoteloÔn anoiqt� sÔnola sthn peperasmènh-kleist  TopologÐa. Apì thn �llh,

to sÔnolo twn �rtiwn jetik¸n akeraÐwn den eÐnai kleistì sÔnolo, diìti den

eÐnai peperasmèno kai �ra to sumpl rwm� tou, to sÔnolo twn peritt¸n jetik¸n

akeraÐwn, den apoteleÐ anoiqtì sÔnolo sthn peperasmènh-kleist  TopologÐa.

'Ara, en¸ ìla ta peperasmèna sÔnola eÐnai kleist�, den eÐnai ìla ta �peira

sÔnola anoiqt�.
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1.3.3 Par�deigma. 'Estw τ h peperasmènh-kleist  TopologÐa se èna

sÔnolo X. 'An to X èqei toul�qiston 3 diaforetik� kleist�noiqta sÔnola,

na apodeiqjeÐ ìti to X eÐnai peperasmèno sÔnolo.

Apìdeixh.

Mac dÐdetai ìti to sÔnolo τ eÐnai h peperasmènh-kleist  TopologÐa

kai ìti up�rqoun toul�qiston 2 diaforetik� kleist�noiqta sÔnola.

Mac zhteÐtai na apodeÐxoume ìti to X eÐnai èna peperasmèno sÔnolo.

UpenjumÐzoume ìti èna sÔnolo (  kalÔtera mia oikogèneia sunìlwn)

τ lègetai peperasmènh-kleist  TopologÐa, e�n h oikogèneia ìlwn

twn kleist¸n sunìlwn tou τ apoteleÐtai apì to X kai apì ìla ta

peperasmèna uposÔnola tou X. UpenjumÐzoume epÐshc ìti èna sÔnolo

eÐnai kleist�noiqto, e�n kai mìnon an eÐnai tautoqrìnwc anoiqtì kai

kleistì.

Shmei¸noume ìti se k�je topologikì q¸ro up�rqoun toul�qiston 2

kleist�noiqta sÔnola,  toi to X kai to Ø. (Parapèmpoume sto sqìlio

amèswc met� ton Orismì 1.2.6.) Mac dÐdetai ìti ston q¸ro (X,τ )

up�rqoun toul�qiston 3 kleist�noiqta sÔnola. Autì sunep�getai

ìti up�rqei kleist�noiqto sÔnolo di�foro tou Ø kai tou X. Autì

pou mac mènei loipìn eÐnai na strèyoume thn prosoq  mac se autì to

sugkekrimèno kleist�noiqto sÔnolo!

Lìgw tou ìti o q¸roc mac (X,τ ) emperièqei 3 diaforetik� kleist�noiqta

uposÔnola, gnwrÐzoume ìti ja up�rqei èna kleist�noiqto uposÔnolo S tou X,

tètoio ¸ste S 6= X kai S 6= Ø. Epeid  S eÐnai anoiqtì sto (X,τ ), o Orismìc 1.2.4

sunep�getai ìti to sumpl rwma X \ S eÐnai èna kleistì sÔnolo.

'Ara, to S kai to X \ S eÐnai kleist� sÔnola sthn peperasmènh-kleist 

topologÐa, τ . Opìte, to S kai to X \ S eÐnai kai ta dÔo peperasmèna sÔnola,

epeid  kanèna apì ta dÔo den sumpÐptei me to X. 'Omwc to X = S ∪ (X \ S),

opìte to X eÐnai h ènwsh dÔo peperasmènwn sunìlwn. 'Ara, to X ja eÐnai èna

peperasmèno sÔnolo.
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GnwrÐzoume pia dÔo diaforetikèc topologÐec pou mporoÔn na oristoÔn se

opoiod pote �peiro sÔnolo � kai den eÐnai mìno autèc. Oi treic sugkekrimènec

pou melet same eÐnai h diakritik  topologÐa, h mh diakritik  topologÐa kai h

peperasmènh-kleist  topologÐa. Shmei¸noume ìti prèpei p�ntote na anafèroume

thn topologÐa me thn opoÐa efodi�zoume èna sÔnolo.

Gia par�deigma, to sÔnolo {n : n ≥ 10} eÐnai anoiqtì sthn peperasmènh-

kleist  topologÐa se èna sÔnolo fusik¸n arijm¸n, all� den eÐnai anoiqtì

sthn diakritik  topologÐa. To sÔnolo twn peritt¸n fusik¸n arijm¸n eÐnai

anoiqtì sthn diakritik  topologÐa tou sunìlou twn fusik¸n arijm¸n, ìmwc

den eÐnai anoiqtì sthn peperasmènh-kleist  topologÐa.

Ja upenjumÐsoume t¸ra k�poiouc orismoÔc me touc opoÐouc pijanìn na eÐnai

 dh exoikeiwmènoc o mèsoc anagn¸sthc tou biblÐou autoÔ.

1.3.4 OrismoÐ. 'Estw f mia sun�rthsh apì èna sÔnolo X se èna sÔnolo

Y .

(i) H sun�rthsh f kaleÐtai èna-proc -èna e�n f(x1) = f(x2) sunep�getai ìti

x1 = x2, ìpou x1, x2 ∈ X.

(ii) H sun�rthsh f kaleÐtai epÐ e�n gia k�je y ∈ Y up�rqei x ∈ X ètsi ¸ste

f(x) = y.

1.3.5 OrismoÐ. 'Estw f mia sun�rthsh apì èna sÔnolo X se èna sÔnolo

Y . H sun�rthsh f lème ìti èqei antÐstrofh sun�rthsh, e�n up�rqei mia

sun�rthsh g, apì to Y sto X, tètoia ¸ste g(f(x)) = x, gia k�je x ∈ X kai

f(g(y)) = y, gia k�je y ∈ Y . H sun�rthsh g kaleÐtai antÐstrofh sun�rthsh

thc f .

H apìdeixh thc parak�tw prìtashc af netai wc �skhsh gia ton anagn¸sth.
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1.3.6 Prìtash. 'Estw f mia sun�rthsh apì èna sÔnolo X se èna sÔnolo

Y .

(i) H sun�rthsh f èqei antÐstrofo, e�n kai mìno an f eÐnai èna-proc -èna

kai epÐ.

(ii) 'Estw g1 kai g2 dÔo sunart seic apì to Y sto X. E�n oi g1 kai g2 eÐnai kai

oi dÔo antÐstrofec sunart seic thc f , tìte g1 = g2, dhlad , g1(y) = g2(y),

gia k�je y ∈ Y .

(iii) 'Estw g mia sun�rthsh apì to Y sto X. H g ja eÐnai antÐstrofh

sun�rthsh thc f e�n kai mìnon an h f eÐnai antÐstrofh sun�rthsh

thc g.

ProeidopoÐhsh. 'Ena sÔnhjec l�joc gia foithtèc - spoudastèc eÐnai na nomÐsoun

ìti mia sun�rthsh eÐnai èna-proc -èna , e�n �apeikonÐzei èna shmeÐo se èna �llo

shmeÐo�.

'Olec oi sunart seic apeikonÐzoun èna shmeÐo se èna �llo shmeÐo kai,

pr�gmati, autì apoteleÐ mèroc tou orismoÔ miac sun�rthshc.

Mia èna-proc -èna sun�rthsh eÐnai mia sun�rthsh pou apeikonÐzei diaforetik�

shmeÐa se diaforetik� shmeÐa.

Ja epistrèyoume t¸ra se mia polÔ shmantik  ènnoia, aut n thn antÐstrofhc

eikìnac sunìlou.

1.3.7 Orismìc. 'Estw f mia sun�rthsh apì èna sÔnolo X se èna sÔnolo

Y . E�n S eÐnai èna opoiod pote uposÔnolo tou Y , tìte to sÔnolo f−1(S)

orÐzetai wc ex c:
f−1(S) = {x : x ∈ X kai f(x) ∈ S}.

To uposÔnolo f−1(S), tou X, lègetai antÐstrofh eikìna tou S.

Shmei¸noume ìti h sun�rthsh f : X → Y èqei antÐstrofh sun�rthsh, e�n kai

mìnon an h f eÐnai èna-proc -èna kai epÐ. Parìla aut�, h antÐstrofh eikìna enìc

uposunìlou tou Y dÔnatai na up�rqei, akìma kai e�n h f den eÐnai èna-proc -èna

kai epÐ. Ac d¸soume èna par�deigma.
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1.3.8 Par�deigma. 'Estw f mia sun�rthsh apì to sÔnolo twn akeraÐwn, Z,
ston eautì tou, me tÔpo f(z) = |z|, gia k�je z ∈ Z.

H sun�rthsh f den eÐnai èna-proc -èna, diìti f(1) = f(−1).

EpÐshc, den eÐnai epÐ, epeid  den up�rqei z ∈ Z, tètoio ¸ste f(z) = −1.

Opìte, h f den mporeÐ na eÐnai èna-proc -èna kai epÐ. Apì thn Prìtash

1.3.6 (i), sumperaÐnoume ìti h f den èqei antÐstrofh apeikìnish. Parìla

aut�, antÐstrofec eikìnec sunìlwn mporoÔn na oristoÔn, anex�rthta apì to

an up�rqei antÐstrofh sun�rthsh. Gia par�deigma,

f−1({1, 2, 3}) = {−1,−2,−3, 1, 2, 3}

f−1({−5, 3, 5, 7, 9}) = {−3,−5,−7,−9, 3, 5, 7, 9}. �

KleÐnoume to kef�laio autì me èna endiafèron par�deigma.

1.3.9 Par�deigma. 'Estw (Y,τ ) ènac topologikìc q¸roc kai èstw X èna

mh kenì sÔnolo. Epiprìsjeta, èstw f mia sun�rthsh apì to X sto Y . 'Estw

τ 1 = {f−1(S) : S ∈ τ }. Na apodeÐxete ìti h τ 1 eÐnai mia topologÐa sto X.

Apìdeixh.

Stìqoc mac eÐnai na deÐxoume ìti h sullog  sunìlwn τ 1 apoteleÐ mia

topologÐa sto X, dhlad  prèpei na apodeÐxoume ìti h τ 1 ikanopoieÐ tic

sunj kec (i), (ii) kai (iii) twn Orism¸n 1.1.1.

X ∈ τ 1 diìti X = f−1(Y ) kai Y ∈ τ .

Ø ∈ τ 1 diìti Ø = f−1(Ø) kai Ø ∈ τ .

'Ara to sÔnolo τ 1 ikanopoieÐ thn sunj kh (i), twn Orism¸n 1.1.1.

Gia na epalhjeÔsoume ìti isqÔei h sunj kh (ii) twn Orism¸n 1.1.1, èstw

{Aj : j ∈ J} mia sullog  stoiqeÐwn tou sunìlou τ 1 , gia k�poio sÔnolo deikt¸n

J. Prèpei na deÐxoume ìti:⋃
j∈J Aj ∈ τ 1. Epeid  Aj ∈ τ 1, o orismìc tou sunìlou τ 1 sunep�getai

ìti Aj = f−1(Bj), ìpou Bj ∈ τ . EpÐshc:
⋃
j∈J Aj =

⋃
j∈J f

−1(Bj) = f−1
(⋃

j∈J Bj

)
.

[Parapomp  sthn 'Askhsh 1.3 # 1.]
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T¸ra, Bj ∈ τ , gia k�je j ∈ J, opìte
⋃
j∈J Bj ∈ τ , diìti to sÔnolo τ apoteleÐ

topologÐa sto Y . 'Ara, apì ton orismì tou sunìlou τ 1, f
−1
(⋃

j∈J Bj

)
∈ τ 1, dhlad ,⋃

j∈J Aj ∈ τ 1.

Sumperasmatik�, to sÔnolo τ 1 ikanopoieÐ thn sunj kh (ii) twn Orism¸n

1.1.1.

[Prosoq . UpenjumÐzoume ìti den eÐnai ìla ta sÔnola arijm sima.

(Parapèmpoume sto Par�rthma, gia peraitèrw skèyeic p�nw sthn arijmhsimìthta

twn sunìlwn.) 'Ara den mac boleÔei, sto parap�nw epiqeÐrhma, na upojèsoume

ìti ta sÔnola A1, A2, . . . , An, . . . an koun sthn sullog  τ 1 kai na apodeÐxoume ìti

h ènws  touc A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An ∪ . . . an kei sthn τ 1. Autì ja apodeÐknue mìno ìti

h ènwsh enìc arijm simou arijmoÔ sunìlwn sthn τ 1 brÐsketai sthn τ 1, ìmwc

apì thn �llh den ja apodeÐknue ìti to sÔnolo τ 1 ikanopoieÐ thn sunj kh (ii),

twn Orism¸n 1.1.1 � aut  h sunj kh proôpojètei ìlec oi en¸seic, anex�rthta

me to an eÐnai arijm simec   mh arijm simec, twn sunìlwn sto τ 1, na an koun

sto τ 1.]

Tèloc, èstw A1 kai A2 dÔo sÔnola pou an koun sto sÔnolo τ 1. Prèpei na

apodeÐxoume ìti A1 ∩ A2 ∈ τ 1.

Epeid , A1, A2 ∈ τ 1, A1 = f−1(B1) kai A2 = f−1(B2), ìpou B1, B2 ∈ τ .

A1 ∩ A2 = f−1(B1) ∩ f−1(B2) = f−1(B1 ∩B2). [Parapomp  stic Ask seic 1.3 #1.]

Epeid , B1∩B2 ∈ τ , ja èqoume f−1(B1∩B2) ∈ τ 1. 'Ara A1∩A2 ∈ τ 1, kai ètsi èqoume

apodeÐxei ìti to sÔnolo τ 1 ikanopoieÐ epÐshc thn idiìthta (iii), twn Orism¸n

1.1.1.

'Ara, to sÔnolo (  sullog ) τ 1 apoteleÐ pr�gmati mia topologÐa sto X.

Ask seic 1.3

1. 'Estw f mia sun�rthsh apì èna sÔnolo X se èna sÔnolo Y . 'Opwc èqoume

dei sto Par�deigma 1.3.9:

f−1
(⋃
j∈J

Bj

)
=
⋃
j∈J

f−1(Bj) (1)
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kai

f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2) (2)

gia opoiod pote uposÔnolo Bj tou Y kai gia k�je sÔnolo deikt¸n J.

(a) Na apodeiqjeÐ ìti h prìtash (1) alhjeÔei.

[Bo jhma: Xekin ste thn apìdeixh jètontac to x na eÐnai èna opoiod pote

stoiqeÐo tou sunìlou sthn arister  pleur�, kai deÐxte ìti an kei se

èna sÔnolo kai sthn dexi� pleur�. Met� k�nete to an�podo.]

(b) Na apodeiqjeÐ ìti to (2) alhjeÔei.

(c) Na brejoÔn diaforetik� sÔnola A1, A2, X, kai Y , kaj¸c kai mia sun�rthsh

f : X → Y , tètoia ¸ste f(A1 ∩ A2) 6= f(A1) ∩ f(A2), ìpou A1 ⊆ X kai A2 ⊆ X.

2. EÐnai h topologÐa τ , ìpwc thn perigr�yame stic Ask seic 1.1 #6 (ii), h

peperasmènh-kleist  TopologÐa? (Dikaiolog ste thn ap�nths  sac.)

3. 'Enac topologikìc q¸roc (X,τ ) lègetai T1-q¸roc e�n k�je monosÔnolo {x}
eÐnai kleistì ston (X,τ ). ApodeÐxte ìti akrib¸c dÔo apì touc akìloujouc

ennèa topologikoÔc q¸rouc eÐnai T1-q¸roc. (Dikaiolog ste thn ap�nths 

sac.)

(i) O diakritikìc q¸roc,

(ii) o mh diakritikìc q¸roc me toul�qiston dÔo stoiqeÐa,

(iii) èna �peiro sÔnolo me thn peperasmènh-kleist  TopologÐa,

(iv) sto Par�deigma 1.1.2,

(v) stic Ask seic 1.1 #5 (i),

(vi) stic Ask seic 1.1 #5 (ii),

(vii) stic Ask seic 1.1 #5 (iii),

(viii) stic Ask seic 1.1 #6 (i),

(ix) stic Ask seic 1.1 #6 (ii).

4. 'Estw τ h peperasmènh-kleist  TopologÐa se èna sÔnolo X. E�n τ
eÐnai epÐshc h diakritik  TopologÐa, na apodeiqjeÐ ìti to sÔnolo X eÐnai

peperasmèno.
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5. 'Enac topologikìc q¸roc (X,τ ) lègetai T0-q¸roc, e�n gia k�je zeÔgoc

xeqwrist¸n stoiqeÐwn a, b tou X, eÐte 2 up�rqei èna anoiqtì sÔnolo to

opoÐo perièqei to a kai ìqi to b, eÐte up�rqei èna anoiqtì sÔnolo to opoÐo

perièqei to b kai ìqi to a.

(i) ApodeÐxte ìti k�je T1-q¸roc eÐnai kai T0-q¸roc

(ii) PoioÐ apì touc q¸rouc (i)–(vi), sthn 'Askhsh 3 parap�nw, eÐnai T0?

(Aitiolog ste thn ap�nths  sac.)

(iii) OrÐste mia topologÐa τ sto sÔnolo X = {0, 1}, ètsi ¸ste o q¸roc (X,τ )

na eÐnai T0 all� ìqi T1. [O topologikìc q¸roc autìc eÐnai gnwstìc wc

q¸roc tou Sierpinski.]

(iv) ApodeÐxte ìti k�je ènac apì touc topologikoÔc q¸rouc pou anafèrjhkan

stic Ask seic 1.1 #6 eÐnai ènac T0-q¸roc. (ParathroÔme ìti sthn

'Askhsh 3 parap�nw kaneÐc apì touc q¸rouc den eÐnai T1.)

6. 'Estw X èna �peiro sÔnolo. H arijm simh-kleist  topologÐa eÐnai h

topologÐa pou èqei to X wc kleistì sÔnolo kai epÐshc perilamb�nei ìla ta

arijm sima sÔnola tou X. ApodeÐxte ìti h arijm simh kleist  topologÐa

eÐnai ìntwc mia topologÐa.

7. 'Estw τ 1 kai τ 2 dÔo topologÐec se èna sÔnolo X. Na podeÐxte k�je mÐa

apì tic parak�tw prot�seic.

(i) E�n to sÔnolo τ 3 orÐzetai wc τ 3 = τ 1 ∪ τ 2, tìte to τ 3 den eÐnai kat'

an�gkh mia topologÐa sto X. (Aitiolog ste thn ap�nths  sac me èna

par�deigma.)

(ii) E�n to sÔnolo τ 4 orÐzetai wc τ 4 = τ 1∩τ 2, tìte to τ 4 eÐnai mia topologÐa

sto X. (H topologÐa τ 4 lègetai tom  twn topologi¸n τ 1 kai τ 2.)

(iii) E�n (X,τ 1) kai (X,τ 2) eÐnai T1-q¸roi, tìte o (X,τ 4) ja eÐnai epÐshc T1-

q¸roc.

(iv) E�n (X,τ 1) kai (X,τ 2) eÐnai T0-q¸roi, tìte o (X,τ 4) den eÐnai kat' an�gkh

T0-q¸roc. (Aitiolog ste thn ap�nths  sac me èna par�deigma.)

2
Υπενθυμίζουμε ότι η χρήση του ‘ή’ στα μαθηματικά είναι διαφορετική από την χρήση του

στην καθομιλουμένη. Στα μαθηματικά, ο σύνδεσμος ‘ή’ δεν είναι αποκλειστικός. Παραπέμπουμε

στον σχολιασμό του Κεφαλαίο 0.
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(v) E�n τ 1,τ 2, . . . ,τ n eÐnai topologÐec se èna sÔnolo X, tìte τ =
n⋂
i=1

τ i ja
eÐnai epÐshc mia topologÐa sto X.

(vi) E�n gia k�je i ∈ I, ìpou I eÐnai èna sÔnolo deikt¸n, k�je sÔnolo τ i
apoteleÐ topologÐa sto X, tìte kai to sÔnolo τ =

⋂
i∈I
τ i ja eÐnai mia

topologÐa sto X.

1.4 Usterìgrafo

Se autì to Kef�laio parousi�same thn jemeli¸dh ènnoia tou topologikoÔ

q¸rou. San paradeÐgmata, melet same di�forouc peperasmènouc topologikoÔc

q¸rouc 3, ìpwc epÐshc diakritikoÔc q¸rouc, mh-diakritikoÔc q¸rouc kai q¸rouc

efodiasmènouc me thn peperasmènh-kleist  topologÐa. Kanèna apì ta para-

deÐgmata aut� den eÐnai idiaÐtera shmantik� sthn melèth thc topologÐac,

toul�qiston ìson afor� stic efarmogèc. Parìla aut�, stic Ask seic 4.3

#8, shmei¸netai ìti k�je �peiroc topologikìc q¸roc �emperièqei� ènan �peiro

topologikì q¸ro me mÐa apì tic akìloujec topologÐec: thn mh-diakritik 

TopologÐa, thn diakritik  TopologÐa, thn peperasmènh-kleist  TopologÐa,

thn TopologÐa tou arqikoÔ   tou telikoÔ tm matoc (blèpe Ask seic 1.1

#6). Basizìmenoi se autèc tic plhroforÐec, sto Kef�laio pou akoloujeÐ ja

perigr�youme mia shmantik  topologÐa, thn EukleÐdia.

Mejodik� parousi�same ìrouc ìpwc to �anoiqtì sÔnolo� kai to �kleistì

sÔnolo�, upogrammÐzontac pwc autèc oi tampèlec mporeÐ na prokalèsoun etumo-

logikèc parexhg seic. Up�rqoun sÔnola pou mporeÐ na eÐnai tautoqrìnwc

anoiqt� kai kleist�, oÔte anoiqt� oÔte kleist�, anoiqt� ma ìqi kleist�  

kleist� all� ìqi anoiqt�. EÐnai shmantikì na jumìmaste ìti den mporoÔme na

apodeÐxoume ìti èna sÔnolo eÐnai anoiqtì, apodeiknÔontac ìti den eÐnai kleistì.

Ektìc apì thn parousÐash twn orism¸n thc TopologÐac, tou topologikoÔ

q¸rou kai twn anoiqt¸n kai kleist¸n sunìlwn, jewroÔme ìti h parousÐash

pou afor� sthn suggraf  apodeÐxewn apoteleÐ to shmantikìtero shmeÐo tou

kefalaÐou.

3
Με τον όρο πεπερασμένος τοπολογικός χώρος εννοούμε έναν τοπολογικό χώρο (X,τ ), όπου

το σύνολο X είναι πεπερασμένο.
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Sta arqik� sqìlia tou kefalaÐou, epishm�name to pìso shmantikì eÐnai na

m�jei kaneÐc na gr�fei swst� apodeÐxeic. Sto Par�deigma 1.1.8, thn Prìtash

1.1.9 kai to Par�deigma 1.3.3 eÐdame pwc na �embajÔnoume sthn ousÐa� miac

apìdeixhc. EÐnai zwtik c shmasÐac gia thn katanìhsh tou antikeimènou h

ex�skhsh tou anagn¸sth sthn suggraf  majhmatik¸n apodeÐxewn. Arket�

kal� bohj mata gia mia arq  apoteloÔn, kat� thn gn¸mh mac, oi ask seic

1.1 #8, 1.2 #2,4, kai 1.3 #1,4.

K�poioi foithtèc sugqèoun to genonìc ìti h ènnoia thc topologÐac emperièqei

thn dusnìhth prìtash �sÔnola sunìlwn�. O anagn¸sthc ja mporoÔse na

exoikeiwjeÐ me aut  thn ènnoia lÔnontac tic Ask seic 1.1 #3.

Oi ask seic se autì to Kef�laio emperieÐqan tic ènnoiec tou T0-q¸rou

kai tou T1-q¸rou, oi opoÐec ja parousiastoÔn epÐshma se epìmeno kef�laio.

Anafèroume proc to parìn ìti autèc oi ènnoiec eÐnai gnwstèc wc axi¸mata

diaqwrishmìthtac.

Tèloc, ja upogrammÐsoume thn qrhsimìthta twn antÐstrofwn eikìnwn.

Tètoiec eikìnec sunant same sto Par�deigma 1.3.9 kai stic Ask seic 1.3 #1.

O orismìc thc suneqoÔc apeikìnishc basÐzetai p�nw stic antÐstrofec eikìnec.



Kef�laio 2

H EukleÐdia TopologÐa

Eisagwg 

Se mia tainÐa   se èna mujistìrhma, up�rqoun p�nta merikoÐ kentrikoÐ qarakt rec,

gÔrw apì touc opoÐouc anaptÔssetai to sen�rio. Sto sen�rio thc topologÐac,

h eukleÐdia topologÐa pou orÐzetai sto sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n

apoteleÐ ènan apì touc kentrikoÔc qarakt rec. Pr�gmati, to par�deigma aut c

thc topologÐac eÐnai tìso ploÔsio se idiìthtec, pou ja epanerqìmaste s' autì

k�je tìso, gia peraitèrw melèth kai emb�junsh.

'Estw R to sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n. Sto Kef�laio 1 melet same

treÐc topologÐec pou mporoÔn na oristoÔn se opoiod pote sÔnolo: thn diakritik 

TopologÐa, thn mh diakritik  TopologÐa kai thn peperasmènh-kleist  TopologÐa.

'Ara, gnwrÐzoume  dh treÐc topologÐec pou mporoÔn na oristoÔn sto sÔnolo R.
Akìma èxi topologÐec sto sÔnolo R orÐsthkan stic ask seic 1.1 #5 kai #9.

Se autì to kef�laio perigr�foume mia polÔ pio shmantik  kai endiafèrousa

topologÐa sto R, pou eÐnai gnwst  wc EukleÐdeia TopologÐa.

Mia diexodikìterh an�lush thc EukleÐdeiac TopologÐac ja katal xei ston

ìro �b�sh topologÐac �. Sthn melèth thc Grammik c 'Algebrac m�jame ìti

k�je dianusmatikìc q¸roc eÐnai grammikìc sundiasmìc stoiqeÐwn miac b�shc.

ParomoÐwc kai sthn topologÐa, gia k�je topologikì q¸ro, k�je anoiqtì

sÔnolo mporeÐ na parastajeÐ wc ènwsh twn stoiqeÐwn miac b�shc. Pr�gmati,

èna sÔnolo eÐnai anoiqtì, e�n kai mìnon an eÐnai h ènwsh stoiqeÐwn thc b�shc.

48
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2.1 H EukleÐdeia TopologÐa sto SÔnolo RRR

2.1.1 Orismìc. 'Ena uposÔnolo S, tou R, lègetai anoiqtì sthn

eukleÐdeia TopologÐa tou R e�n ikanopoieÐ thn akìloujh idiìthta:

(∗) Gia k�je x ∈ S, up�rqoun a, b sto R, ìpou a < b, ètsi ¸ste x ∈ (a, b) ⊆ S.

Sumbolismìc. Opoted pote anaferìmaste ston topologikì q¸ro R qwrÐc na

prosdiorÐzoume mia sugkekrimènh topologÐa, ja uponooÔme ìti to sÔnolo R
eÐnai efodiasmèno me thn EukleÐdeia TopologÐa.

2.1.2 Parat rhsh. (i) H �EukleÐdeia TopologÐa� τ eÐnai ìntwc mia topologÐa.

Apìdeixh.

Ja apodeÐxoume ìti to sÔnolo τ ikanopoieÐ tic sunj kec (i), (ii) kai

(iii), twn Orism¸n 1.1.1.

Mac dÐdetai ìti èna sÔnolo an kei sto τ , e�n kai mìnon an ikanopoieÐ
thn idiìthta ∗.

Pr¸ton, ja apodeÐxoume ìti R ∈ τ . 'Estw loipìn x ∈ R. E�n jèsoume a = x−1

kai b = x+1, tìte x ∈ (a, b) ⊆ R, dhlad , to sÔnolo R ja ikanopoieÐ thn idiìthta ∗,
�ra R ∈ τ . DeÔteron, Ø ∈ τ , epeid  to Ø ikanopoieÐ thn idiìthta ∗ ex orismoÔ.

'Estw t¸ra {Aj : j ∈ J}, gia k�poio sÔnolo deikt¸n J, mia oikogèneia

stoiqeÐwn tou sunìlou τ . Ja apodeÐxoume ìti
⋃
j∈J Aj ∈ τ , dhlad , ja deÐxoume

ìti to sÔnolo
⋃
j∈J Aj ikanopoieÐ thn idiìthta ∗. 'Estw x ∈

⋃
j∈J Aj. Tìte, x ∈ Ak,

gia k�poio k ∈ J. Epeid  Ak ∈ τ , ja up�rqoun a kai b sto R, me a < b, ètsi ¸ste

x ∈ (a, b) ⊆ Ak. Epeid  ìmwc k ∈ J, Ak ⊆
⋃
j∈J Aj opìte kai x ∈ (a, b) ⊆

⋃
j∈J Aj. 'Ara,⋃

j∈J Aj ikanopoieÐ thn idiìthta ∗ kai �ra an kei sto sÔnolo τ .

Tèloc, èstw A1 kai A2 dÔo sÔnola pou an koun sto sÔnolo τ . Ja

apodeÐxoume ìti A1 ∩ A2 ∈ τ . 'Estw loipìn y ∈ A1 ∩ A2. Tìte, y ∈ A1. Epeid  ìmwc

A1 ∈ τ , ja up�rqoun a kai b sto R, ìpou a < b, ètsi ¸ste y ∈ (a, b) ⊆ A1. EpÐshc,
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y ∈ A2 ∈ τ . 'Ara, ja up�rqoun c kai d sto R, ìpou c < d, ètsi ¸ste y ∈ (c, d) ⊆ A2.

'Estw e èna stoiqeÐo megalÔtero apì to a kai to c, kai èstw f èna stoiqeÐo

mikrìtero apì to b kai to d. EÐnai eÔkolo na elegqjeÐ ìti e < y < f , opìte ja

èqoume y ∈ (e, f). Epeid  (e, f) ⊆ (a, b) ⊆ A1 kai (e, f) ⊆ (c, d) ⊆ A2, sumperaÐnoume ìti

y ∈ (e, f) ⊆ A1 ∩A2. 'Ara, h tom  A1 ∩A2 ja ikanopoieÐ thn idiìthta ∗, opìte kai ja
an kei sto sÔnolo τ .

Apì ta parap�nw, sun�goume ìti to sÔnolo τ apoteleÐ pr�gmati mia

topologÐa sto sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n R. �

Se autì to shmeÐo èqoume arket� jemèlia gia na perigr�youme ta anoiqt�

kai ta kleist� sÔnola thc EukleÐdeiac TopologÐac sto sÔnolo R. Sugkekrimèna,
ja doÔme ìti ìla ta anoiqt� diast mata eÐnai pr�gmati anoiqt� sÔnola sthn

topologÐa aut  kai ìla ta kleist� diast mata eÐnai kleist� sÔnola.

(ii) 'Estw r, s ∈ R, ìpou r < s. Sthn EukleÐdeia TopologÐa τ , sto R, to
anoiqtì di�sthma (r, s) an kei sto sÔnolo τ , �ra apoteleÐ anoiqtì sÔnolo.

Apìdeixh.

Mac dÐdetai to anoiqtì di�sthma (r, s).

Prèpei na apodeÐxoume ìti to (r, s) eÐnai anoiqtì sthn EukleÐdeia

topologÐa, dhlad  prèpei na apodeÐxoume ìti to (r, s) ikanopoieÐ thn

idiìthta (∗), tou OrismoÔ 2.1.1.

Ja xekin soume jètontac x ∈ (r, s). Jèloume na broÔme stoiqeÐa a kai

b sto R, ìpou a < b, tètoia ¸ste x ∈ (a, b) ⊆ (r, s).

'Estw x ∈ (r, s). Epilègoume a = r kai b = s. Tìte, ja isqÔei ìti:

x ∈ (a, b) ⊆ (r, s).

'Ara, to (r, s) apoteleÐ anoiqtì sÔnolo sthn EukleÐdeia TopologÐa. �

(iii) Ta anoiqt� diast mata (r,∞) kai (−∞, r) eÐnai anoiqt� sÔnola sto R,
gia k�je pragmatikì arijmì r.
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Apìdeixh.

Pr¸ton, ja apodeÐxoume ìti to di�sthma (r,∞) eÐnai èna anoiqtì sÔnolo,

dhlad  ikanopoieÐ thn idiìthta (∗).

Gia na to apodeÐxoume autì, jètoume x ∈ (r,∞), kai zhtoÔme a, b ∈ R
tètoia ¸ste:

x ∈ (a, b) ⊆ (r,∞).

'Estw x ∈ (r,∞). Jètoume a = r kai b = x + 1. Tìte, x ∈ (a, b) ⊆ (r,∞) opìte kai

(r,∞) ∈ τ .

Me èna parìmoio epiqeÐrhma mporeÐ kaneÐc na apodeÐxei kai ìti to di�sthma

(−∞, r) apoteleÐ anoiqtì sÔnolo sto R. �

(iv) EÐnai shmantikì na shmeiwjeÐ ìti en¸ k�je anoiqtì di�sthma eÐnai

anoiqtì sÔnolo sto R, h antÐstrofh prìtash den eÐnai alhj c. Den eÐnai

dhlad  ìla ta anoiqt� sÔnola tou R diast mata. Gia par�deigma, to sÔnolo

(1, 3) ∪ (5, 6) eÐnai anoiqtì sÔnolo sto R, ìmwc den eÐnai anoiqtì di�sthma. 'Ena

�llo par�deigma eÐnai to sÔnolo
⋃∞
n=1(2n, 2n+ 1), to opoÐo eÐnai anoiqtì sto R.�

(v) Gia k�je c kai d sto R, ìpou c < d, to kleistì di�sthma [c, d] den eÐnai

anoiqtì sÔnolo sto R.

Apìdeixh.
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Prèpei na deÐxoume ìti to [c, d] den ikanopoieÐ thn idiìthta (∗).

Gia na to petÔqoume autì, arkeÐ na broÔme k�poio stoiqeÐo x, tètoio

¸ste na mhn up�rqoun a, b pou na ikanopoioÔn thn idiìthta (∗).

EÔkola sumperaÐnei kaneÐc ìti to c kai to d eÐnai idiaÐtera shmeÐa

sto di�sthma [c, d]. Prèpei na epilèxoume loipìn k�poio x = c, kai na

deÐxoume ìti den up�rqoun stoiqeÐa a, b me thn apaitoÔmenh idiìthta.

Proc aut  thn kateÔjunsh, ja qrhsimopoi soume mia mèjodo apìdeixhc

h opoÐa eÐnai gnwst  wc apìdeixh mèsw thc antÐfashc. To pl�no èqei

wc ex c.

Upojètoume ìti to a kai to b up�rqoun kai ikanopoioÔn thn apaitoÔmenh

idiìthta, kai apodeiknÔoume ìti me autì katal goume se antÐfash,

dhlad  se k�ti pou den eÐnai alhjèc.

'Ara h upìjesh eÐnai mh alhj c prìtash! Opìte, den dÔnantai na

up�rqoun tètoia a kai b. Tèloc, to di�sthma [c, d] den ikanopoieÐ thn

idiìthta (∗), �ra den eÐnai anoiqtì sÔnolo.

ParathroÔme ìti c ∈ [c, d]. 'Estw ìti up�rqoun a kai b sto R, ìpou a < b,

tètoia ¸ste c ∈ (a, b) ⊆ [c, d]. Tìte, c ∈ (a, b) sunep�getai ìti a < c < b, �ra

a < c+a
2

< c < b. 'Ara, c+a
2
∈ (a, b) kai c+a

2
/∈ [c, d]. Opìte (a, b) 6⊆ [c, d], pou apoteleÐ

antÐfash. 'Ara den up�rqoun a kai b, tètoia ¸ste c ∈ (a, b) ⊆ [c, d]. Telik�, to

di�sthma [c, d] den ikanopoieÐ thn idiìthta (∗), �ra kai [c, d] /∈ τ . �

(vi) Gia k�je a kai b sto R, ìpou a < b, to kleistì di�sthma [a, b] eÐnai

kleistì sÔnolo sthn EukleÐdeia TopologÐa sto R.

Apìdeixh. Gia na apodeÐxoume ton isqurismì thc prìtashc aut c, parathroÔme

ìti to sumpl rwma tou diast matoc,  toi to (−∞, a) ∪ (b,∞), ìntac h ènwsh dÔo

anoiqt¸n sunìlwn, eÐnai kai autì anoiqtì sÔnolo. �

(vii) K�je monosÔnolo {a} eÐnai kleistì sÔnolo sto R.

Apìdeixh. To sumpl rwma tou {a} eÐnai h ènwsh dÔo anoiqt¸n sunìlwn (−∞, a)
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kai (a,∞), opìte eÐnai anoiqtì sÔnolo. 'Ara, to monosÔnolo {a} eÐnai kleistì
sto R, ìpwc jèlame na apodeÐxoume.

[Qrhsimopoi¸ntac thn orologÐa twn Ask sewn 1.3 #3, to apotèlesma autì

mac lèei en olÐgoic ìti to sÔnolo R eÐnai ènac T1-q¸roc.] �

(viii) Shmei¸noume ed¸ ìti ja mporoÔsame na èqoume sumperil�bei thn

prìtash (vii) sthn prìtash (vi), antikajist¸ntac apl� thn sqèsh �a < b� me thn

sqèsh �a ≤ b�. To monosÔnolo {a} eÐnai apl� h ekfulismènh perÐptwsh enìc

kleistoÔ diast matoc [a, b]. �

(ix) To sÔnolo Z, ìlwn twn akeraÐwn arijm¸n, eÐnai èna kleistì sÔnolo

sto R.

Apìdeixh. To sumpl rwma tou Z eÐnai h ènwsh
⋃∞
n=−∞(n, n + 1) anoiqt¸n

uposunìlwn (n, n+ 1) tou R, opìte eÐnai anoiqtì sÔnolo sto R. 'Etsi, to sÔnolo

Z eÐnai kleistì sto R. �

(x) To sÔnolo Q, ìlwn twn rht¸n arijm¸n , den eÐnai oÔte kleistì

uposÔnolo tou R oÔte anoiqtì uposÔnolo tou R.

Apìdeixh.

Ja apodeÐxoume ìti to Q den eÐnai anoiqtì sÔnolo, apodeiknÔontac ìti

den ikanopoieÐ thn idiìthta (∗).

Gia na to epitÔqoume autì, arkeÐ na deÐxoume ìti to Q den perièqei

kanèna di�sthma (a, b), ìpou a < b.

Upojètoume ìti (a, b) ⊆ Q, ìpou a kai b an koun sto R, me a < b. EÐnai

gnwstì ìti metaxÔ dÔo diaforetik¸n pragmatik¸n arijm¸n, up�rqei p�nta ènac

�rrhtoc arijmìc ('Askhsh gia ton anagn¸sth.). Opìte, ja up�rqei c ∈ (a, b),

tètoio ¸ste c /∈ Q. Autì ìmwc èrqetai se antÐfash me thn prìtash (a, b) ⊆ Q.
'Ara to Q den perièqei kanèna di�sthma thc morf c (a, b), opìte kai den eÐnai

anoiqtì sÔnolo.

Gia na apodeÐxoume ìti to sÔnolo Q den eÐnai kleistì, arkeÐ na apodeÐxoume

ìti to R\Q den eÐnai anoiqtì sÔnolo. Qrhsimopoi¸ntac thn idiìthta ìti metaxÔ
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dÔo pragmatik¸n arijm¸n up�rqei p�nta ènac �rrhtoc arijmìc, blèpoume ìti to

R \Q den perièqei kanèna di�sthma (a, b), me a < b. 'Ara, to R \Q den eÐnai anoiqtì

sÔnolo sto R, opìte kai to Q den eÐnai kleistì sto R. �

(xi) Sto kef�laio 3 ja deÐxoume ìti ta monadik� kleist�noiqta uposÔnola

tou R eÐnai to R kai to Ø. �

Ask seic 2.1

1. ApodeÐxte ìti e�n a, b ∈ R, ìpou a < b, tìte kanèna apì ta diast mata [a, b)

kai (a, b] den eÐnai anoiqtì uposÔnolo tou R. EpÐshc, apodeÐxte ìti kanèna

apì aut� ta diast mata den eÐnai kleistì uposÔnolo tou R.

2. ApodeÐxte ìti ta sÔnola [a,∞) kai (−∞, a] eÐnai kleist� uposÔnola tou R.

3. ApodeÐxte, mèsw enìc paradeÐgmatoc, ìti h ènwsh enìc apeÐrou arijmoÔ

kleist¸n sunìlwn tou R den eÐnai kat' an�gkh kleistì uposÔnolo tou R.

4. ApodeÐxte k�je mÐa apì tic parak�tw prot�seic:

(i) To sÔnolo Z, ìlwn twn akeraÐwn arijm¸n, den eÐnai anoiqtì uposÔnolo

tou R.

(ii) To sÔnolo S, ìlwn twn pr¸twn arijm¸n, eÐnai kleistì uposÔnolo tou

R, all� den eÐnai anoiqtì uposÔnolo tou R.

(iii) To sÔnolo P ìlwn twn �rrhtwn arijm¸n, den eÐnai oÔte kleistì

uposÔnolo oÔte anoiqtì uposÔnolo tou R.

5. E�n F eÐnai èna mh kenì peperasmèno uposÔnolo tou R, deÐxte ìti to F eÐnai

kleistì sto R, ìmwc to F den eÐnai anoiqtì sto R.

6. E�n F eÐnai èna mh kenì arijm simo uposÔnolo tou R, apodeÐxte ìti to F

den eÐnai anoiqtì sÔnolo.

7. (i) 'Estw S = {0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, . . . , 1/n, . . .}. ApodeÐxte ìti to sÔnolo S

eÐnai kleistì sthn EukleÐdeia topologÐa sto R.
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(ii) EÐnai to sÔnolo T = {1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, . . . , 1/n, . . .} kleistì sto R?

(iii) EÐnai to sÔnolo {
√

2, 2
√

2, 3
√

2, . . . , n
√

2, . . . } kleistì sto R?

8. (i) 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc. 'Ena uposÔnolo S, tou X,

lègetai Fσ-sÔnolo e�n mporeÐ na grafteÐ san arijm simh ènwsh kleist¸n

sunìlwn. ApodeÐxte ìti ìla ta anoiqt� diast mata (a, b) kai ìla ta kleist�

diast mata [a, b], eÐnai Fσ-sÔnola sto R.

(ii) 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc. 'Ena uposÔnolo T , tou X, lègetai

Gδ-sÔnolo, e�n mporeÐ na grafteÐ san arijm simh tom  anoiqt¸n sunìlwn.

ApodeÐxte ìti ìla ta anoiqt� diast mata (a, b) kai ìla ta kleist� diast mata

[a, b] eÐnai Gδ-sÔnola sto R.

(iii) ApodeÐxte ìti to sÔnolo Q twn rht¸n arijm¸n eÐnai èna Fσ-sÔnolo sto R.
(Stic ask seic 6.5#3 apodeiknÔoume ìti to sÔnolo Q den eÐnai Gδ-sÔnolo

sto R.)

(iv) ApodeÐxte ìti to sumpl rwma enìc Fσ-sunìlou eÐnai èna Gδ-sÔnolo kai to

sumpl rwma enìc Gδ-sunìlou eÐnai èna Fσ-sÔnolo.
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2.2 B�sh TopologÐac

Oi Parathr seic 2.1.2 mac epitrèpoun na perigr�youme thn EukleÐdeia TopologÐa

sto sÔnolo R me ènan polÔ pio bolikì trìpo. Gia na to epitÔqoume autì, ja

parousi�soume thn ènnoia thc b�shc miac topologÐac.

2.2.1 Prìtash. 'Ena uposÔnolo S tou R eÐnai anoiqtì, e�n kai mìno an

eÐnai ènwsh anoiqt¸n diasthm�twn.

Apìdeixh.

Prèpei na apodeÐxoume ìti to S eÐnai anoiqtì, e�n kai mìno an eÐnai h

ènwsh anoiqt¸n diasthm�twn, dhlad  prèpei na deÐxoume ìti:

(i) e�n S mporeÐ na grafteÐ wc ènwsh anoiqt¸n diasthm�twn, tìte

eÐnai anoiqtì sÔnolo, kai

(ii) e�n S eÐnai anoiqtì sÔnolo, tìte mporeÐ na grafteÐ wc ènwsh

anoiqt¸n diasthm�twn.

Upojètoume ìti S mporeÐ na grafteÐ wc ènwsh anoiqt¸n diasthm�twn,

dhlad , up�rqoun anoiqt� diast mata (aj, bj), ìpou to j an kei se k�poio

sÔnolo deikt¸n J, tètoia ¸ste S =
⋃
j∈J(aj, bj). Oi Parathr seic 2.1.2 (ii) mac

exasfalÐzoun ìti k�je anoiqtì di�sthma (aj, bj) eÐnai anoiqtì sÔnolo. 'Ara, to

sÔnolo S eÐnai ènwsh anoiqt¸n sunìlwn, kai �ra to S eÐnai anoiqtì sÔnolo.

Antistrìfwc, upojètoume ìti to S eÐnai anoiqtì sto R. Tìte, gia k�je

x ∈ S, up�rqei di�sthma Ix = (a, b), tètoio ¸ste x ∈ Ix ⊆ S. Isqurizìmaste t¸ra

ìti S =
⋃
x∈S Ix.
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Prèpei na deÐxoume ìti ta dÔo sÔnola S kai
⋃
x∈S Ix isoÔntai metaxÔ touc.

Gia thn apìdeixh thc isìthtac aut c, ja prèpei na deÐxoume ìti:

(i) e�n y ∈ S, tìte y ∈
⋃
x∈S Ix kai

(ii) an z ∈
⋃
x∈S Ix, tìte z ∈ S.

[Shmei¸noume ìti h prìtash (i) eÐnai isodÔnamh thc prìtashc S ⊆
⋃
x∈S Ix,

en¸ h (ii) eÐnai isodÔnamh thc
⋃
x∈S Ix ⊆ S.]

Arqik�, èstw y ∈ S. Tìte, y ∈ Iy, opìte kai y ∈
⋃
x∈S Ix, ìpwc zhteÐto. En

suneqeÐa, èstw z ∈
⋃
x∈S Ix. Tìte, z ∈ It, gia k�poio t ∈ S. Efìson k�je Ix ⊆ S,

parathroÔme ìti It ⊆ S, opìte kai z ∈ S. 'Ara, S =
⋃
x∈S Ix, kai sumperaÐnoume ìti

to sÔnolo S eÐnai ènwsh anoiqt¸n diasthm�twn.

H parap�nw prìtash mac lèei ìti gia na perigr�youme thn (fusik ) topologÐa

tou R, prèpei pr¸ta na apodeÐxoume ìti ìla ta diast mata (a, b) eÐnai anoiqt�

sÔnola. Opoiod pote anoiqtì sÔnolo ja mporeÐ na grafeÐ wc ènwsh aut¸n twn

anoiqt¸n sunìlwn. Aut  h diapÐstwsh mac odhgeÐ ston parak�tw orismì.

2.2.2 Orismìc. 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc. Mia sullog  B,
anoiqt¸n sunìlwn tou X, onom�zetai b�sh gia thn topologÐa τ , e�n k�je

anoiqtì sÔnolo apoteleÐ ènwsh mel¸n thc B.

E�n B apoteleÐ b�sh gia mia topologÐa τ , se èna sÔnolo X, tìte èna

uposÔnolo U , tou X, an kei sthn τ e�n kai mìnon an eÐnai ènwsh stoiqeÐwn thc

B. Opìte, h B �genikeÔei� thn topologÐa τ kat� ton akìloujo trìpo: e�n mac

dÐdetai h plhroforÐa wc proc to tÐ sÔnola perièqontai sthn B, tìte mporoÔme

na kajorÐsoume ta stoiqeÐa thc topologÐac τ � ja eÐnai akrib¸c ìla ta sÔnola

pou apoteloÔn en¸seic stoiqeÐwn thc B.

2.2.3 Par�deigma. 'Estw B = {(a, b) : a, b ∈ R, a < b}. Tìte, h sullog  B ja

apoteleÐ b�sh gia thn EukleÐdeia TopologÐa sto sÔnolo R, kai autì mac to

eggu�tai h Prìtash 2.2.1. �
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2.2.4 Par�deigma. 'Estw (X,τ ) ènac diakritikìc q¸roc kai èstw B h

oikogèneia ìlwn twn uposunìlwn tou X pou eÐnai monosÔnola, dhlad  B =

{{x} : x ∈ X}. Tìte, h Prìtash 1.1.9 mac exasfalÐzei ìti h sullog  B apoteleÐ

b�sh gia thn topologÐa τ . �

2.2.5 Par�deigma. 'Estw X = {a, b, c, d, e, f} kai

τ 1 = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e, f}}.

Tìte h sullog  B = {{a}, {c, d}, {b, c, d, e, f}} ja apoteleÐ b�sh gia thn τ 1, epeid 

B ⊆ τ 1 kai k�je mèloc thc topologÐac τ 1 mporeÐ na ekfrasteÐ san ènwsh

stoiqeÐwn thc B. (ParathroÔme ìti to Ø apoteleÐ ken  ènwsh stoiqeÐwn thc B.)

Shmei¸noume epÐshc ìti h topologÐa τ 1 apì mình thc apoteleÐ b�sh gia thn

τ 1. �

2.2.6 Parat rhsh. ParathroÔme ìti e�n (X,τ ) eÐnai ènac topologikìc q¸roc,

tìte B = τ ja apoteleÐ b�sh gia thn topologÐa τ . 'Etsi, gia par�deigma,

to sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn tou X ja apoteleÐ b�sh gia thn diakritik 

topologÐa sto X.

Blèpoume loipìn ìti dÔnantai na up�rqoun perissìterec apì mÐa b�seic

gia thn Ðdia topologÐa. Pr�gmati, e�n h sullog  B apoteleÐ mia b�sh gia thn

topologÐa τ , se èna sÔnolo X, kai B1 eÐnai mia sullog  uposunìlwn tou X,

tètoia ¸ste B ⊆ B1 ⊆ τ , tìte h B1 ja eÐnai epÐshc mia b�sh gia thn τ . ['Askhsh
gia ton anagn¸sth.] �

'Opwc èqoume  dh epishm�nei, h ènnoia thc �b�shc gia mia topologÐa� mac

epitrèpei na kataskeu�soume topologÐec. Parìla aut�, ìpwc ja doÔme sto

parak�tw par�deigma, ja prèpei na eÐmaste prosektikoÐ wc proc thn epilog 

thc kat�llhlhc sullog c sunìlwn.

2.2.7 Par�deigma. 'Estw X = {a, b, c} kai B = {{a}, {c}, {a, b}, {b, c}}. Tìte, h

sullog  B den apoteleÐ b�sh gia k�poia topologÐa sto X. Gia na to doÔme autì,
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upojètoume ìti h B apoteleÐ b�sh gia thn topologÐa τ . Tìte, h topologÐa τ
ja apoteleÐtai apì ìlec tic en¸seic sunìlwn thc sullog c B, dhlad :

τ = {X,Ø, {a}, {c}, {a, c}, {a, b}, {b, c}}.

(Gia akìma mia for� qrhsimopoioÔme to gegonìc ìti to Ø eÐnai ken  ènwsh

mel¸n thc B, �ra Ø ∈ τ .)
Apì thn �llh, h sullog  τ den eÐnai topologÐa, diìti to sÔnolo {b} =

{a, b} ∩ {b, c} den an kei sthn τ . 'Ara, h τ den ikanopoieÐ thn idiìthta (iii) twn

Orism¸n 1.1.1. 'Etsi, èqoume èrjei se antÐfash, opìte h upìjes  mac den eÐnai

alhj c. 'Ara, h sullog  B den apoteleÐ b�sh gia to sÔnolo X. �

Met� apì tic parap�nw diapist¸seic, eÐnai eÔlogo na rwt soume to ex c:

e�n B eÐnai mia sullog  uposunìlwn tou X, upì poièc sunj kec ja apoteleÐ h

B b�sh gia mia topologÐa? H er¸thsh aut  apant�tai sthn Prìtash 2.2.8.
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2.2.8 Prìtash. 'Estw X èna mh kenì sÔnolo kai èstw B mia sullog 

uposunìlwn tou X. H sullog  B ja apoteleÐ b�sh gia mia topologÐa sto

X, e�n kai mìnon an h B ikanopoieÐ tic parak�tw idiìthtec:

(a) X =
⋃
B∈B

B kai

(b) gia k�je B1, B2 ∈ B, to sÔnolo B1 ∩B2 apoteleÐ ènwsh stoiqeÐwn thc B.

Apìdeixh. E�n h sullog  B apoteleÐ b�sh gia mia topologÐa τ , tìte h τ ja

ikanopoieÐ tic idiìthtec (i), (ii) kai (iii) twn Orism¸n 1.1.1. Sugkekrimèna, to

X ja eÐnai anoiqtì sÔnolo kai h tom  opoiwnd pote dÔo anoiqt¸n sunìlwn ja

eÐnai anoiqtì sÔnolo. Efìson ta anoiqt� sÔnola eÐnai en¸seic stoiqeÐwn thc

B, autì sunep�getai ìti oi idiìthtec (a) kai (b) eÐnai alhjeÐc.

Antistrìfwc, upojètoume ìti h B ikanopoieÐ tic idiìthtec (a) kai (b), ki

epÐshc jewroÔme thn τ wc thn sullog  ìlwn twn uposunìlwn tou X, ta opoÐa

eÐnai en¸seic stoiqeÐwn thc B. Ja deÐxoume ìti h τ orÐzei mia topologÐa sto X.

(E�n autì alhjeÔei, tìte h B ja apoteleÐ autìmata mia b�sh gia thn topologÐa

τ , opìte kai h prìtash ja alhjeÔei.)

Apì thn idiìthta (a) paÐrnoume X =
⋃
B∈B B, opìte kai X ∈ τ . Shmei¸noume

ìti to Ø apoteleÐ ken  ènwsh stoiqeÐwn thc B, �ra Ø ∈ τ . 'Etsi, sumperaÐnoume
ìti h τ ikanopoieÐ thn idiìthta (i), twn Orism¸n 1.1.1.

'Estw t¸ra {Tj} mia oikogèneia stoiqeÐwn thc τ . Tìte, k�je Tj ja apoteleÐ

ènwsh stoiqeÐwn thc B. Opìte, h ènwsh ìlwn twn Tj ja eÐnai epÐshc ènwsh

stoiqeÐwn thc B, �ra ja an kei sthn τ . 'Etsi, h τ ja ikanopoieÐ thn idiìthta

(ii) twn Orism¸n 1.1.1.

Tèloc, èstw C kai D dÔo anoiqt� sÔnola sthn τ . Ja exet�soume �n C∩D ∈ τ .
'Omwc, C =

⋃
k∈K Bk, gia k�poio sÔnolo deikt¸n K kai Bk ∈ B. EpÐshc, D =

⋃
j∈J Bj,

gia k�poio sÔnolo deikt¸n J kai Bj ∈ B. 'Ara:

C ∩D =

( ⋃
k∈K

Bk

) ⋂ (⋃
j∈J

Bj

)
=

⋃
k∈K, j∈J

(Bk ∩Bj).
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Af noume wc �skhsh gia ton anagn¸sth thn epal jeush gia to ìti oi

dÔo ekfr�seic gia thn tom  C ∩D eÐnai pr�gmati Ðsec.

EpishmaÐnoume ìti sthn peperasmènh perÐptwsh, èqoume prot�seic

tou tÔpou:

(B1 ∪B2) ∩ (B3 ∪B4) = (B1 ∩B3) ∪ (B1 ∩B4) ∪ (B2 ∩B3) ∪ (B2 ∩B4).

Apì thn upìjesh (b), paÐrnoume ìti k�je Bk ∩ Bj ja an kei sthn ènwsh

stoiqeÐwn thc B, opìte h tom  C ∩ D ja an kei sthn ènwsh stoiqeÐwn thc B.
'Etsi, èqoume ìti C∩D ∈ τ . 'Ara h τ ja ikanopoieÐ thn idiìthta (iii), tou OrismoÔ

1.1.1, h τ ja eÐnai topologÐa kai h B mia b�sh aut c. �
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H Prìtash 2.2.8 eÐnai èna polÔ qr simo apotèlesma. Mac epitrèpei na

orÐsoume topologÐec, jewr¸ntac apl� mia b�sh. Aut  h mèjodoc eÐnai eukolìterh,

apì to na prospajeÐ kaneÐc na perigr�yei ìla ta anoiqt� sÔnola.

T¸ra ja qrhsimopoi soume aut n thn Prìtash gia na orÐsoume mia shmantik 

topologÐa sto epÐpedo. Aut  h topologÐa eÐnai gnwst  wc �EukleÐdeia TopologÐa�.

2.2.9 Par�deigma. 'Estw B h sullog  ìlwn twn �anoiqt¸n orjogwnÐwn�

{〈x, y〉 : 〈x, y〉 ∈ R2, a < x < b, c < y < d} sto epÐpedo, ta opoÐa èqoun k�je pleur�

par�llhlh ston X-   ston Y -�xona.
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.

a b

c

d

X

Y

..............................................
.......................

.

.......

.......

............................

........................

Tìte, h B ja apoteleÐ mia b�sh gia mia topologÐa sto epÐpedo. H topologÐa

aut  ja kaleÐtai EukleÐdeia TopologÐa.

Opoted pote qrhsimopoioÔme to sÔmbolo R2 ja anaferìmaste sto epÐpedo

kai e�n anaferìmaste sto sÔnolo R2 san topologikì q¸ro, qwrÐc na k�noume

mneÐa sthn topologÐa, ja uponooÔme ìti o q¸roc eÐnai efodiasmènoc me thn

EukleÐdia TopologÐa.

Gia na doÔme ìti h B apoteleÐ ìntwc b�sh gia mia topologÐa, parathroÔme

ìti (i) to epÐpedo eÐnai ènwsh ìlwn twn anoiqt¸n orjogwnÐwn kai (ii) h

tom  opoiwnd pote dÔo orjogwnÐwn ja apoteleÐ orjog¸nio. [Me ton ìro

�orjog¸nio� ennooÔme èna kurtì sÔnolo me tèsseric pleurèc, k�je mÐa apì

tic opoÐec eÐnai par�llhlh proc ènan apì touc �xonec.] ParathroÔme ìti oi

sunj kec thc Prìtashc 2.2.8 ikanopoioÔntai, opìte h B apoteleÐ ìntwc b�sh

gia mia topologÐa. �
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2.2.10 Parat rhsh. Me thn genÐkeush tou ParadeÐgmatoc 2.2.9, blèpoume

ton trìpo me ton opoÐo mporeÐ kaneÐc na orÐsei mia topologÐa sto sÔnolo

Rn = {〈x1, x2, . . . , xn〉 : xi ∈ R, i = 1, . . . , n}, gia k�je akèraio n > 2. 'Estw B h

sullog  ìlwn twn uposunìlwn {〈x1, x2, . . . , xn〉 ∈ Rn : ai < xi < bi, i = 1, 2, . . . , n} tou
Rn, me pleurèc par�llhlec stouc �xonec. Tìte h sullog  B ja apoteleÐ b�sh

gia thn EukleÐdeia TopologÐa ston q¸ro Rn. �

Ask seic 2.2

1. Na apodeiqjeÐ ìti o dÐskoc {〈x, y〉 : x2 + y2 < 1} eÐnai èna anoiqtì uposÔnolo

tou R2. EpÐshc, na apodeiqjeÐ ìti k�je anoiqtìc dÐskoc sto epÐpedo

eÐnai èna anoiqtì sÔnolo. Pio sugkekrimèna, na apodeiqjoÔn oi parak�tw

prot�seic.

(i) 'Estw 〈a, b〉 èna opoiod pote shmeÐo ston dÐsko D = {〈x, y〉 : x2 + y2 < 1}.
JewroÔme r =

√
a2 + b2. 'Estw R〈a,b〉 èna orjog¸nio me korufèc sta shmeÐa

〈a± 1−r
8
, b± 1−r

8
〉. Na apodeiqjeÐ ìti R〈a,b〉 ⊂ D.

(ii) Qrhsimopoi¸ntac to apotèlesma sthn prìtash (i), na apodeiqjeÐ ìti:

D =
⋃
〈a,b〉∈D

R〈a,b〉.

(iii) Na apodeiqjeÐ, qrhsimopoi¸ntac thn prìtash (ii), ìti to sÔnolo D eÐnai

anoiqtì sto R2.

(iv) Na apodeiqjeÐ ìti k�je dÐskoc thc morf c {〈x, y〉 : (x − a)2 + (y − b)2 <

c2, a, b, c ∈ R} eÐnai anoiqtìc sto R2.

2. Na apodeiqjeÐ ìti h sullog  ìlwn twn anoiqt¸n dÐskwn sto R2 apoteleÐ

b�sh gia mia topologÐa sto R2. Pio sugkekrimèna, na apodeiqjoÔn oi

parak�tw prot�seic:
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(i) 'Estw D1 kai D2 anoiqtoÐ dÐskoi sto R2, ìpou D1∩D2 6= Ø. E�n 〈a, b〉 eÐnai
èna opoiod pote shmeÐo sto sÔnolo D1 ∩D2, na apodeiqjeÐ ìti up�rqei

anoiqtìc dÐskoc D〈a,b〉, me kèntro to 〈a, b〉, tètoioc ¸ste D〈a,b〉 ⊂ D1 ∩D2.

[Bo jhma: Ed¸ ja  tan bolikì na zwgrafizìtan mia eikìna, kai na

uiojet to mèjodoc parìmoia thc 'Askhshc 1 (i).]

(ii) Na deiqjeÐ ìti:

D1 ∩D2 =
⋃

〈a,b〉∈D1∩D2

D〈a,b〉.

(iii) Qrhsimopoi¸ntac to (ii) kai thn Prìtash 2.2.8, na apodeiqjeÐ ìti h

sullog  ìlwn twn anoiqt¸n dÐskwn sto R2 apoteleÐ b�sh gia mia

topologÐa sto R2.

3. 'Estw B h sullog  ìlwn twn diasthm�twn (a, b) sto R, ìpou a < b kai a,

b rhtoÐ arijmoÐ. Na apodeiqjeÐ ìti h sullog  B apoteleÐ b�sh gia thn

EukleÐdeia TopologÐa sto R. [Na sugkrijeÐ aut  h prìtash me thn Prìtash
2.2.1 kai to Par�deigma 2.2.3, ìpou a kai b den eÐnai kat' an�gkh rhtoÐ

arijmoÐ.]

[Bo jhma: Den sunist�tai h qr sh thc Prìtashc 2.2.8, diìti ja bohjoÔse

mìno sto na deiqjeÐ ìti h sullog  B apoteleÐ b�sh gia k�poia topologÐa

kai ìqi kat' an�gkh gia thn EukleÐdeia TopologÐa.]

4. 'Enac topologikìc q¸roc (X,τ ) lème ìti ikanopoieÐ to deÔtero axÐwma thc

arijmhsimìthtac   apl� eÐnai C2, e�n up�rqei mia b�sh B gia thn topologÐa
τ , tètoia ¸ste h B na apoteleÐ èna arijm simo sÔnolo.

(i) Qrhsimopoi¸ntac thn 'Askhsh 3 parap�nw, na deÐxete ìti to sÔnolo twn

pragmatik¸n arijm¸n R ikanopoieÐ to deÔtero axÐwma thc arijmhsimìthtac.

(ii) Na apodeiqjeÐ ìti h diakritik  topologÐa, enìc mh arijm simou sunìlou,

den ikanopoieÐ to deÔtero axÐwma thc arijmhsimìthtac.

[Bo jhma: Den eÐnai arketì na deÐxete ìti mia sugkekrimènh b�sh eÐnai

arijm simh. Prèpei na apodeÐxete ìti k�je b�sh thc topologÐac aut c

eÐnai arijm simh.]

(iii) Na apodeiqjeÐ ìti to sÔnolo Rn ikanopoieÐ to deÔtero axÐwma thc

diaqwrhsimìthtac, gia k�je akèraio arijmì n.
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(iv) 'Estw (X,τ ) to sÔnolo ìlwn twn akeraÐwn arijm¸n, me thn peperasmènh-

kleist  topologÐa. IkanopoieÐ o topologikìc q¸roc (X,τ ) to deÔtero

axÐwma thc diaqwrhsimìthtac;

5. Na apodeiqjoÔn oi parak�tw prot�seic:

(i) 'Estw m kai c pragmatikoÐ arijmoÐ, ìpou m 6= 0. Tìte h eujeÐa

L = {〈x, y〉 : y = mx + c} ja eÐnai èna kleistì uposÔnolo tou sunìlou

R2.

(ii) 'Estw S1 o monadiaÐoc kÔkloc, pou orÐzetai wc gnwstìn wc ex c:

S1 = {〈x, y〉 ∈ R2 : x2 + y2 = 1}. Tìte, to sÔnolo S1 ja eÐnai èna kleistì

uposÔnolo tou R2.

(iii) 'Estw Sn h monadiaÐa n-sfaÐra, pou orÐzetai wc ex c:

Sn = {〈x1, x2, . . . , xn, xn+1〉 ∈ Rn+1 : x21 + x22 + · · ·+ x2n+1 = 1}.

Tìte, to sÔnolo Sn ja eÐnai èna kleistì uposÔnolo tou Rn+1.

(iv) 'Estw Bn h kleist  monadiaÐa n-mp�la, h opoÐa orÐzetai wc ex c:

Bn = {〈x1, x2, . . . , xn〉 ∈ Rn : x21 + x22 + · · ·+ x2n ≤ 1}.

Tìte, h Bn ja eÐnai kleistì uposÔnolo tou Rn.

(v) H kampÔlh C = {〈x, y〉 ∈ R2 : xy = 1} eÐnai kleistì uposÔnolo tou R2.

6. 'Estw B1 mia b�sh gia mia topologÐa τ 1 se èna sÔnolo X kai B2 mia b�sh

gia mia topologÐa τ 2 se èna sÔnolo Y . To sÔnolo X × Y apoteleÐtai apì

ìla ta diatetagmèna zeÔgh 〈x, y〉, x ∈ X kai y ∈ Y . 'Estw B h sullog  twn

uposunìlwn tou sunìlou X × Y , pou apoteleÐtai apì ìla ta sÔnola thc

morf c B1 × B2, ìpou B1 ∈ B1 kai B2 ∈ B2. Na apodeiqjeÐ ìti h sullog  B
apoteleÐ b�sh gia mia topologÐa sto X ×Y . (H topologÐa aut  onom�zetai

TopologÐa Ginìmeno sto X × Y ).

[Bo jhma: Par�deigma 2.2.9.]

7. Qrhsimopoi¸ntac thn 'Askhsh 3 parap�nw kai tic Ask seic 2.1 #8, na

apodeÐxte ìti k�je anoiqtì uposÔnolo tou R eÐnai Fσ-sÔnolo kai Gδ-sÔnolo.
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2.3 B�sh gia MÐa Dedomènh TopologÐa

H Prìtash 2.2.8 mac upèdeixe tic sunj kec me tic opoÐec mia sullog  B,
uposunìlwn enìc sunìlou X, mporeÐ na jewrhjeÐ b�sh mÐac topologÐac sto

X. K�poiec forèc wstìso mac dÐdetai mia topologÐa τ sto X, kai jèloume na

gnwrÐzoume e�n h B apoteleÐ b�sh gia thn sugkekrimènh topologÐa τ . Gia na

epalhjeÔsoume ìti h B apoteleÐ ìntwc b�sh gia thn τ , ja mporoÔsame apl� na

efarmìsoume ton Orismì 2.2.2, kai na deÐxoume ìti k�je mèloc thc τ eÐnai h

ènwsh mel¸n thc B. Parìla aut�, h Prìtash 2.3.2 mac proteÐnei mia enallaktik 
mèjodo.

Arqik� ja parousi�soume èna par�deigma, to opoÐo mac faner¸nei ìti

up�rqei mia diafor� metaxÔ thc prìtashc �mia sullog  B sunìlwn tou X eÐnai

b�sh gia k�poia topologÐa� kai thc prìtashc �...eÐnai b�sh gia mia dedomènh

topologÐa�.

2.3.1 Par�deigma. 'Estw B h sullog  ìlwn twn hmi-anoiqt¸n diasthm�twn

thc morf c (a, b], a < b, ìpou (a, b] = {x : x ∈ R, a < x ≤ b}. Tìte, h sullog  B ja

apoteleÐ b�sh gia mia topologÐa sto sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n R, epeid 
to R eÐnai h ènwsh ìlwn twn mel¸n thc B kai h tom  k�je dÔo hmi-anoiqt¸n

diasthm�twn eÐnai èna hmi-anoiqtì di�sthma.

Parìla aut�, h topologÐa τ 1, h opoÐa èqei thn B san b�sh, den eÐnai h

EukleÐdeia TopologÐa sto R. Autì mporoÔme na to ex�goume e�n parathr soume

ìti to di�sthma (a, b] eÐnai èna anoiqtì sÔnolo sto R, efodiasmèno me thn

topologÐa τ 1, en¸ to di�sthma (a, b] den apoteleÐ anoiqtì sÔnolo sto R wc

proc thn EukleÐdeia TopologÐa. (Parapèmpoume stic Ask seic 2.1 #1.) 'Etsi,

h sullog  B eÐnai b�sh gia k�poia topologÐa, all� ìqi b�sh gia thn EukleÐdeia
TopologÐa sto sÔnolo R. �
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2.3.2 Prìtash. 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc. Mia oikogèneia

B, anoiqt¸n uposunìlwn tou X, apoteleÐ b�sh gia thn topologÐa τ , e�n
kai mìnon an gia k�je stoiqeÐo x, to opoÐo an kei se èna anoiqtì sÔnolo

U , up�rqei sÔnolo B ∈ B, tètoio ¸ste x ∈ B ⊆ U.

Apìdeixh.

Prèpei na apodeÐxoume ìti:

(i) e�n B eÐnai b�sh gia thn topologÐa τ kai x ∈ U ∈ τ , tìte ja up�rqei

sÔnolo B ∈ B, tètoio ¸ste x ∈ B ⊆ U

kai

(ii) e�n gia k�je U ∈ τ kai x ∈ U up�rqei èna sÔnolo B ∈ B tètoio ¸ste

x ∈ B ⊆ U , tìte B ja eÐnai mia b�sh gia thn τ .

'Estw B mia b�sh gia thn topologÐa τ kai x ∈ U ∈ τ . Efìson h B apoteleÐ

b�sh thc τ , to anoiqtì sÔnolo U ja eÐnai ènwsh twn stoiqeÐwn thc B, dhlad 
U =

⋃
j∈J Bj, ìpou Bj ∈ B, gia k�je stoiqeÐo j k�poiou sunìlou deikt¸n J. 'Omwc,

to gegonìc ìti x ∈ U sunep�getai kai ìti x ∈ Bj, gia k�poio j ∈ J. 'Etsi,

x ∈ Bj ⊆ U , ìpwc ezhteÐto.

Antistrìfwc, èstw gia k�je U ∈ τ kai gia k�je x ∈ U , up�rqei B ∈ B tètoio

¸ste x ∈ B ⊆ U . Prèpei na apodeÐxoume ìti k�je anoiqtì sÔnolo eÐnai ènwsh

mel¸n thc B. 'Estw loipìn V èna anoiqtì sÔnolo. Tìte, gia k�je x ∈ V , ja

up�rqei Bx ∈ B tètoio ¸ste x ∈ Bx ⊆ V . EÐnai profanèc ìti V =
⋃
x∈V Bx. ('Askhsh

gia ton anagn¸sth!). 'Ara, to sÔnolo V ja eÐnai ènwsh mel¸n thc B. �

2.3.3 Prìtash. 'Estw B mia b�sh gia mia topologÐa τ , se èna sÔnolo

X. Tìte, to uposÔnolo U tou X eÐnai anoiqtì, e�n kai mìnon an gia k�je

x ∈ U up�rqei èna sÔnolo B ∈ B, tètoio ¸ste x ∈ B ⊆ U .
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Apìdeixh. 'Estw U èna uposÔnolo tou X. JewroÔme ìti gia k�je x ∈ U , ja
up�rqei Bx ∈ B, tètoio ¸ste x ∈ Bx ⊆ U . Profan¸c, U =

⋃
x∈U Bx. 'Ara, to sÔnolo

U ja eÐnai ènwsh anoiqt¸n sunìlwn, opìte ja eÐnai kai autì anoiqtì, ìpwc

ezhteÐto. H antÐstrofh prìtash èpetai apì thn Prìtash 2.3.2. �

ParathroÔme ìti h idiìthta miac b�shc, thn opoÐa perigr�yame sthn Prìtash

2.3.3, eÐnai akrib¸c h Ðdia pou qrhsimopoi same gia na orÐsoume thn eukleÐdia

topologÐa sto sÔnolo R. 'Opwc eÐdame, èna uposÔnolo U , tou R, eÐnai anoiqtì,
e�n kai mìnon an gia k�je x ∈ U , up�rqoun a kai b sto R, ìpou a < b, tètoia ¸ste

x ∈ (a, b) ⊆ U.

Prosoq . O anagn¸sthc ja prèpei na sigoureuteÐ ìti mporeÐ na diakrÐnei

thn diafor� thc Prìtashc 2.2.8, apì thn Prìtash 2.3.2. H Prìtash 2.2.8 mac

efodi�zei me kat�llhlec sunj kec, ètsi ¸ste mia oikogèneia B, uposunìlwn
enìc sunìlou X, na apoteleÐ b�sh gia k�poia topologÐa sto sÔnolo X. Apì thn

�llh, h Prìtash 2.3.2 mac dÐnei sunj kec, ¸ste mia oikogèneia B, uposunìlwn
enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ), na eÐnai b�sh miac dedomènhc topologÐac, τ .

'Eqoume dei ìti se mia topologÐa mporoÔn na antistoiqoÔn pollèc diaforetikèc

b�seic. H prìtash pou akoloujeÐ mac deÐqnei ìti dÔo b�seic B1 kai B2, se èna

sÔnolo X, orÐzoun thn Ðdia topologÐa.

2.3.4 Prìtash. 'Estw B1 kai B2 b�seic gia dÔo topologÐec τ 1 kai τ 2,

antistoÐqwc, se èna mh kenì sÔnolo X. Tìte, τ 1 = τ 2 e�n kai mìnon an

(i) gia k�je B ∈ B1 kai gia k�je x ∈ B, up�rqei B′ ∈ B2, ètsi ¸ste x ∈ B
′ ⊆ B,

kai

(ii) gia k�je B ∈ B2 kai gia k�je x ∈ B, up�rqei B′ ∈ B1, ètsi ¸ste x ∈ B
′ ⊆ B.

Apìdeixh.



2.3. B�ASH GIA M�IA DEDOM�ENH TOPOLOG�IA 69

Prèpei na deÐxoume ìti oi oikogèneiec B1 kai B2 eÐnai b�seic gia thn Ðdia

topologÐa, e�n kai mìnon an oi sunj kec (i) kai (ii) eÐnai alhjeÐc.

Arqik�, upojètoume ìti oi oikogèneiec autèc eÐnai b�seic gia thn

Ðdia topologÐa, dhlad  τ 1 = τ 2, kai ìti oi sunj kec (i) kai (ii)

ikanopoioÔntai.

'Epeita, upojètoume ìti oi (i) kai (ii) ikanopoioÔntai kai ja deÐxoume

ìti τ 1 = τ 2.

Pr¸ta ac upojèsoume ìti τ 1 = τ 2. Tìte oi sunj kec (i) kai (ii) èpontai apì

thn Prìtash 2.3.2.

AntÐstrofa, èstw oi B1 kai B2 ikanopoioÔn tic sunj kec (i) kai (ii). Apì thn

Prìtash 2.3.2, h (i) sunep�getai ìti k�je sÔnolo B ∈ B1 ja eÐnai anoiqtì ston

topologikì q¸ro (X,τ 2), dhlad  B1 ⊆ τ 2. Epeid  k�je mèloc thc topologÐac τ 1

eÐnai ènwsh mel¸n thc τ 2, sun�goume ìti τ 1 ⊆ τ 2. 'Omoia, h (ii) sunep�getai ìti

τ 2 ⊆ τ 1. 'Ara, τ 1 = τ 2, ìpwc ezhteÐto. �

2.3.5 Par�deigma. Na apodeiqjeÐ ìti to sÔnolo B ìlwn twn �anoiqt¸n

isìpleurwn trig¸nwn�, me b�sh par�llhlh ston �xona-X, apoteleÐ b�sh gia

thn EukleÐdeia TopologÐa sto sÔnolo R2. (Wc �anoiqtì trÐgwno� ennooÔme to

embadìn enìc trig¸nou, qwrÐc na sumperilamb�nontai oi pleurèc.)

PerÐgramma Apìdeixhc. (Ja d¸soume mia eikonik  kai ìqi analutik  apìdeixh.

H pl rhc apìdeixh af netai wc �skhsh gia ton anagn¸sth.)

Prèpei na apodeÐxoume ìti h oikogèneia B apoteleÐ mia b�sh gia thn

eukleÐdia topologÐa.

Wc proc autì, ja efarmìsoume thn Prìtash 2.3.4, afoÔ ìmwc pr¸ta

apodeÐxoume ìti h B apoteleÐ b�sh gia k�poia topologÐa sto sÔnolo

R2.

Ja apodeÐxoume loipìn ìti h sullog  B ikanopoieÐ tic sunj kec thc

Prìtashc 2.2.8.
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.

.

.

.

.

.

.

...

X

Y

............................................
........................

...

.......

.......

..............................

...........................

To pr¸to pou parathroÔme eÐnai ìti h sullog  B apoteleÐ b�sh gia mia

topologÐa, epeid  ikanopoieÐ tic sunj kec thc Prìtashc 2.2.8. (Gia na doÔme

ìti h B ikanopoieÐ thn Prìtash 2.2.8, prèpei na parathr soume pr¸ta ìti to

R2 isoÔtai me thn ènwsh ìlwn twn anoiqt¸n isìpleurwn trig¸nwn, me b�sh

par�llhlh ston �xona-X, ki epÐshc h tom  k�je dÔo tètoiwn trig¸nwn eÐnai kai

aut  tètoio trÐgwno.)

To epìmeno b ma eÐnai na deÐxoume ìti oi sunj kec (i) kai (ii), thc Prìtashc

2.3.4, ikanopoioÔntai.

Arqik� epalhjeÔoume thn sunj kh (i). 'Estw R èna anoiqtì orjog¸nio me

pleurèc par�llhlec stouc �xonec kai èstw x èna stoiqeÐo sto R. Prèpei na

deÐxoume ìti up�rqei èna anoiqtì isìpleuro trÐgwno T me b�sh par�llhlh ston

�xona-X, ètsi ¸ste x ∈ T ⊆ R. EÐnai eÔkolo kaneÐc na zwgrafÐsei thn eikìna

sto qartÐ:
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Opìte, oi sunj kec thc Prìtashc 2.3.4 ikanopoioÔntai. 'Etsi, h sullog  B
eÐnai pr�gmati mia b�sh gia thn EukleÐdeia TopologÐa sto sÔnolo R2. �

Sto Par�deigma 2.2.9 orÐsame mia b�sh gia thn EukleÐdeia TopologÐa, wc

mia sullog  ìlwn twn �anoiqt¸n orjogwnÐwn� (me pleurèc par�llhlec stouc

�xonec). To Par�deigma 2.3.5 mac deÐqnei ìti ta �anoiqt� orjog¸nia� mporoÔn

na antikatastajoÔn apì �anoiqt� isìpleura trÐgwna� (me b�sh par�llhlh ston

�xona-X) qwrÐc na all�xoume thn topologÐa. Stic Ask seic 2.3 #1 blèpoume ìti

oi parap�nw sunj kec, stic parenjèseic, mporoÔn na paraleifjoÔn, qwrÐc na

all�xei h topologÐa. EpÐshc, �anoiqt� orjog¸nia� mporoÔn na antikatastajoÔn

apì �anoiqtoÔc dÐskouc �1.

Ask seic 2.3

1. Na kajorÐsete e�n kajemÐa apì tic parak�tw sullogèc apoteleÐ (h ìqi)

b�sh gia thn EukleÐdeia TopologÐa sto sÔnolo R2:

(i) h sullog  ìlwn twn �anoiqt¸n� tetrag¸nwn me pleurèc par�llhlec

stouc �xonec,

(ii) h sullog  ìlwn twn �anoiqt¸n� dÐskwn,

1
Είναι γεγονός ότι τα περισσότερα βιβλία περιγράφουν την Ευκλείδεια τοπολογία στο σύνολο

R2
μέσω ανοιχτών δίσκων.
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(iii) h sullog  ìlwn twn �anoiqt¸n� tetrag¸nwn,

(iv) h sullog  ìlwn twn �anoiqt¸n� orjogwnÐwn,

(v) h sullog  ìlwn twn �anoiqt¸n� trig¸nwn.

2. (i) 'Estw B mia b�sh gia mia topologÐa τ se èna mh kenì sÔnolo X. E�n B1
eÐnai mia sullog  uposunìlwn tou X, tètoia ¸ste τ ⊇ B1 ⊇ B, na apodeiqjeÐ
ìti B1 eÐnai epÐshc mia b�sh gia thn topologÐa τ .

(ii) Na apodeiqjeÐ, qrhsimopoi¸ntac thn (i), ìti up�rqei mh arijm simoc

arijmìc b�sewn gia thn EukleÐdeia TopologÐa sto R.

3. 'Estw B = {(a, b] : a, b ∈ R, a < b}. 'Opwc eÐdame sto Par�deigma 2.3.1, h

sullog  B apoteleÐ b�sh gia thn topologÐa τ sto R, kai epiprìsjeta τ
den eÐnai h EukleÐdeia TopologÐa sto sÔnolo R. Na apodeiqjeÐ ìti k�je

di�sthma thc morf c (a, b) eÐnai anoiqtì sto (R,τ ).

4.* 'Estw C[0, 1] to sÔnolo ìlwn twn suneq¸n pragmatik¸n sunart sewn sto

di�sthma [0, 1].

(i) Na apodeiqjeÐ ìti h sullog M, ìpouM = {M(f, ε) : f ∈ C[0, 1] kai ε eÐnai

jetikìc pragmatikìc arijmìc} kai M(f, ε) =
{
g : g ∈ C[0, 1] and

∫ 1

0

|f − g| <

ε
}
, eÐnai b�sh gia thn topologÐa τ 1 sto C[0, 1].

(ii) Na apodeiqjeÐ ìti h sullog  U, ìpou U = {U(f, ε) : f ∈ C[0, 1] kai ε

eÐnai ènac jetikìc pragmatikìc arijmìc} kai U(f, ε) = {g : g ∈ C[0, 1] kai

supx∈[0,1] | f(x)− g(x) |< ε}, eÐnai b�sh gia thn topologÐa τ 2 on C[0, 1].

(iii) Na apodeiqjeÐ ìti τ 1 6= τ 2.
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5. 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc. MÐa mh ken  sullog  S, anoiqt¸n
uposunìlwn tou X, lègetai upìbash gia thn topologÐa τ , e�n h sullog 

ìlwn twn peperasmènwn tom¸n twn mel¸n thc S apoteleÐ b�sh gia thn τ .

(i) Na apodeiqjeÐ ìti h sullog  ìlwn twn anoiqt¸n diasthm�twn thc

morf c (a,∞)   (−∞, b) eÐnai mia upìbash gia thn eukleÐdia topologÐa

sto sÔnolo R.

(ii) Na apodeiqjeÐ ìti S = {{a}, {a, c, d}, {b, c, d, e, f}} apoteleÐ mia upìbash gia

thn topologÐa τ 1, tou ParadeÐgmatoc 1.1.2.

6. 'Estw S mia upìbash gia mia topologÐa τ sto sÔnolo R. (Blèpete kai

'Askhsh 5, parap�nw.) E�n ìla ta kleist� diast mata [a, b], ìpou a < b,

emperièqontai sthn sullog  S, na apodeiqjeÐ ìti τ eÐnai h Diakritik 

TopologÐa.

7. 'Estw X èna mh kenì sÔnolo kai S h sullog  ìlwn twn sunìlwn X \ {x},
x ∈ X. Na apodeiqjeÐ ìti h sullog  S apoteleÐ mia upìbash gia thn

Peperasmènh-Kleist  TopologÐa sto X.

8. 'Estw X èna �peiro sÔnolo kai τ h Diakritik  TopologÐa sto X. Na

brejeÐ mia upìbash S gia thn τ , tètoia ¸ste h S na mhn emperièqei k�poio

monosÔnolo.

9. 'Estw S h sullog  twn eujei¸n sto epÐpedo R2. E�n S eÐnai mia upìbash

gia mia topologÐa τ , sto sÔnolo R 2, na brejeÐ h morf  thc topologÐac τ .

10. 'Estw S h sullog  ìlwn twn eujei¸n sto epÐpedo, oi opoÐec eÐnai par�llhlec
ston �xona-X. E�n S eÐnai mia upìbash gia mia topologÐa τ , sto R2, na

perigrafoÔn ta anoiqt� sÔnola sto sÔnolo (R2,τ ).

11. 'Estw S h sullog  ìlwn twn kÔklwn sto epÐpedo. E�n S eÐnai mia upìbash

gia mia topologÐa τ , sto R2, na perigrafoÔn ta anoiqt� sÔnola sto sÔnolo

(R2,τ ).
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12. 'Estw S h sullog  ìlwn twn kÔklwn sto epÐpedo, me kèntra ston �xona-X.

E�n S eÐnai mia upìbash gia mia topologÐa τ , sto R2, na perigrafoÔn ta

anoiqt� sÔnola sto (R2,τ ).

2.4 Usterìgrafo

Sto Kef�laio autì orÐsame ènan polÔ shmantikì topologikì q¸ro � to sÔnolo

R, dhlad  to sÔnolo ìlwn twn pragmatik¸n arijm¸n efodiasmèno me thn

EukleÐdeia TopologÐa. Parathr same ìti, se aut  thn topologÐa, ta anoiqt�

diast mata eÐnai anoiqt� sÔnola (en¸, apì thn �llh, ta kleist� diast mata

eÐnai kleist� sÔnola). Parìla aut�, den eÐnai ìla ta anoiqt� sÔnola anoiqt�

diast mata. Apì thn �llh, k�je anoiqtì sÔnolo sto R eÐnai ènwsh anoiqt¸n

diasthm�twn. H teleutaÐa diapÐstwsh mac od ghse sto na parousi�soume thn

ènnoia thc �b�shc miac topologÐac �, katoqur¸nontac ìti h sullog  ìlwn twn

anoiqt¸n diasthm�twn apoteleÐ mia b�sh gia thn EukleÐdeia topologÐa sto

sÔnolo R.

Sthn eisagwg  tou KefalaÐou 1, perigr�yame mia majhmatik  apìdeixh

wc èna kal� domhmèno epiqeÐrhma, kai upogrammÐsame thn shmantikìthta thc

ex�skhshc sthn suggraf  apodeÐxewn. Se autì to kef�laio parousi�same thn

apìdeixh mèsw thc antÐfashc, stic Parathr seic 2.1.2 (v), mèjodo thn opoÐa

sunant same kai sto Par�deigma 2.2.7. ApodeÐxame �ikanèc kai anagkaÐec �

sunj kec, dhlad  kat� to koin¸c legìmeno sunj kec tou tÔpou �e�n kai mìnon

an�, sthn Prìtash 2.2.1, kai eÐdame peraitèrw paradeÐgmata stic Prot�seic

2.2.8, 2.3.2, 2.3.3 kai 2.3.4.

To jèma twn b�sewn gia mia topologÐa eÐnai uyhl c shmasÐac gia to

antikeÐmeno. EÐdame, gia par�deigma, ìti h sullog  ìlwn twn monosunìlwn

apoteleÐ b�sh gia thn Diakritik  TopologÐa. H Prìtash 2.2.8 mac dÐnei ikanèc

kai anagkaÐec sunj kec gia mia sullog  uposunìlwn enìc sunìlou X na eÐnai

b�sh gia k�poia topologÐa sto X. Autì  rje se èntonh antÐjesh me thn Prìtash

2.3.2, h opoÐa dÐnei ikanèc kai anagkaÐec sunj kec gia mia sullog  uposunìlwn

tou X na eÐnai b�sh gia mia dedomènh topologÐa sto X. Epishm�njhke ìti dÔo

diaforetikèc sullogèc B1 kai B2 dÔnantai na eÐnai b�seic gia thn Ðdia topologÐa.
Ikanèc kai anagkaÐec sunj kec gia autì dÐnontai apì thn Prìtash 2.3.4.
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OrÐsame thn EukleÐdeia TopologÐa sto sÔnolo Rn, ìpou n ènac opoiosd pote

akèraioc. EÐdame ìti h oikogèneia ìlwn twn anoiqt¸n dÐskwn apoteleÐ b�sh

gia to R2, ìpwc kai h oikogèneia ìlwn twn anoiqt¸n tetrag¸nwn   h oikogèneia

ìlwn twn anoiqt¸n orjogwnÐwn.

Oi ask seic mac èferan se mia pr¸th epaf  me treÐc shmantikèc idèec.

Oi Ask seic 2.1 #8 k�luyan tic ènnoiec Fσ-sÔnolo kai Gδ-sÔnolo, pou eÐnai

shmantikèc sthn jewrÐa mètrou. Oi Ask seic 2.3 #4 mac parousÐasan ton q¸ro

twn pragmatik¸n suneq¸n sunart sewn. Tètoioi q¸roi kaloÔntai SunarthsiakoÐ,

oi opoÐoi apoteloÔn kentrikì antikeÐmeno sthn melèth thc Sunarthsiak c

An�lushc. H Sunarthsiak  An�lush eÐnai èna meÐgma (klassik c) An�lushc

kai TopologÐac kai, gia k�poia perÐodo,  tan gnwst  wc Montèrna An�lush.

Simmonc [224]. Tèloc, oi Ask seic 2.3 #5�12 mac eis gagan sthn ènnoia thc

upìbashc.



Kef�laio 3

Oriak� ShmeÐa

Eisagwg 

Sthn pragmatik  eujeÐa sunantoÔme thn ènnoia thc �eggÔthtac �. Gia par�deigma,

k�je shmeÐo sthn akoloujÐa .1, .01, .001, .0001, .00001, . . . eÐnai pio kont� sto 0, ap'

ìti opoiod pote prohgoÔmenì tou. Pr�gmati, kat� k�poion trìpo to 0 eÐnai

èna oriakì shmeÐo thc akoloujÐac aut c. 'Ara, to di�sthma (0, 1] den eÐnai

kleistì, lìgw tou ìti den emperièqei to oriakì shmeÐo 0. Genik�, se ènan

genikì topologikì q¸ro den èqoume mia �sun�rthsh apìstashc �, �ra prèpei

na proseggÐsoume thn ènnoia thc eggÔthtac me diaforetikì trìpo. Prèpei na

orÐsoume thn ènnoia tou oriakoÔ shmeÐou, qwrÐc na anaferjoÔme se apost�seic.

Akìma kai me ton nèo mac orismì, to shmeÐo 0 ja exakoloujeÐ na eÐnai oriakì

sto di�sthma (0, 1] . H eisagwg  thc ènnoiac aut c ja mac odhg sei se mia

kalÔterh katanìhsh tou ìrou kleistì sÔnolo.

MÐa akìmh shmantik  topologik  ènnoia, pou ja parousi�soume se autì to

kef�laio, eÐnai aut  thc sunektikìthtac (thn opoÐa sunantoÔme wc sun�feia,

se palaiìtera keÐmena). 'Estw, gia par�deigma, o topologikìc q¸roc R. En¸ ta

sÔnola [0, 1]∪[2, 3] kai [4, 6] ja mporoÔsan na perigrafoÔn kai ta duo wc diast mata

m kouc 2, eÐnai xek�jaro ìti apoteloÔn sÔnola diaforetikoÔ tÔpou. . . to pr¸to

sÔnolo apoteleÐtai apì dÔo xèna anametaxÔ touc komm�tia, en¸ to deÔtero apì

èna. H diafor� metaxÔ twn dÔo eÐnai �topologik �, kai ja thn diereun soume

mèsw thc ènnoiac thc sunektikìthtac.

76
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3.1 Oriak� ShmeÐa kai PerÐblhma

E�n (X,τ ) eÐnai ènac topologikìc q¸roc, tìte eÐnai sÔnhjec na anaferìmaste

sta stoiqeÐa tou sunìlou X wc shmeÐa.

3.1.1 Orismìc. 'Estw A èna uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ).

'Ena shmeÐo x ∈ X lègetai oriakì shmeÐo (  shmeÐo susswreÔsewc tou A,

e�n k�je anoiqtì sÔnolo U , to opoÐo perièqei to x, ja perièqei kai èna

shmeÐo tou A diaforetikì apì to x.

3.1.2 Par�deigma. 'Estw ènac topologikìc q¸roc (X,τ ), ìpou to sÔnolo

X = {a, b, c, d, e}, h topologÐa τ = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}} kai A = {a, b, c}.
Tìte, ta stoiqeÐa b, d kai e ja eÐnai oriak� shmeÐa tou A, en¸ apì thn �llh to

a kai to c den eÐnai oriak� shmeÐa tou A.

Apìdeixh.

To shmeÐo a eÐnai oriakì shmeÐo tou A, e�n kai mìnon an k�je anoiqtì

sÔnolo to opoÐo perièqei to a, ja perièqei kai èna �llo shmeÐo tou A

diaforetikì tou a.

Gia na deÐxoume ìti to a den eÐnai oriakì shmeÐo tou A, eÐnai arketì

na broÔme èstw kai èna anoiqtì sÔnolo pou na perièqei to a, all� pou

na mhn perièqei �llo shmeÐo tou A.

To sÔnolo {a} eÐnai anoiqtì kai den perièqei �llo shmeÐo tou A. 'Ara, to a

den eÐnai oriakì shmeÐo tou A.

To sÔnolo {c, d} eÐnai èna anoiqtì sÔnolo to opoÐo perièqei to c, all� den

perièqei �llo shmeÐo tou A. 'Ara, to c den eÐnai oriakì shmeÐo tou A.
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Gia na apodeÐxoume ìti to b eÐnai èna oriakì shmeÐo tou A, prèpei na

deÐxoume ìti k�je anoiqtì sÔnolo pou perièqei to b, perièqei epÐshc

kai èna shmeÐo tou A, diaforetikì apì to b.

H strathgik  mac eÐnai na gr�youme mia lÐsta me ìla ta anoiqt�

sÔnola pou perièqoun to b, kai na epalhjeÔsoume ìti kajèna apì aut�

perièqei èna shmeÐo tou A diaforetikì apì to b.

Ta monadik� anoiqt� sÔnola pou perièqoun to b eÐnai to X kai to {b, c, d, e},
kaj¸c kai ta dÔo emperièqoun èna stoiqeÐo tou A, to opoÐo eÐnai to c. 'Ara, to

b eÐnai èna oriakì shmeÐo tou A.

To shmeÐo d eÐnai èna oriakì shmeÐo tou A, akìma kai an den an kei sto A.

Autì sumbaÐnei diìti k�je anoiqtì sÔnolo to opoÐo perièqei to d, ja perièqei

epÐshc èna shmeÐo tou A. Kat� tìn Ðdio trìpo, to shmeÐo e ja eÐnai èna oriakì

shmeÐo tou A, par� to gegonìc ìti den an kei sto A. �

3.1.3 Par�deigma. 'Estw (X,τ ) ènac diakritikìc q¸roc kai A èna uposÔnolo

tou X. Tìte, to A den ja èqei oriak� shmeÐa, diìti gia k�je x ∈ X, {x} eÐnai
èna anoiqtì sÔnolo pou den perièqei shmeÐo tou A di�foro tou x. �

3.1.4 Par�deigma. 'Estw to uposÔnolo A = [a, b), tou R. EÐnai eÔkolo na

deiqjeÐ ìti k�je stoiqeÐo pou an kei sto di�sthma [a, b) eÐnai oriakì shmeÐo tou

A. To shmeÐo b eÐnai epÐshc èna oriakì shmeÐo tou A. �

3.1.5 Par�deigma. 'Estw (X,τ ) ènac mh diakritikìc q¸roc kai èstw A

èna uposÔnolo tou X, to opoÐo apoteleÐtai apì dÔo toul�qiston stoiqeÐa.

EÐnai eÔkolo na deiqjeÐ ìti k�je shmeÐo tou X eÐnai èna oriakì shmeÐo tou

A. (Parat rhsh: Gia poiìn lìgo tonÐzoume ìti to A prèpei na apoteleÐtai apì

toul�qiston dÔo shmeÐa?) �

H parak�tw prìtash mac parousi�zei ènan eÔkolo trìpo entopismoÔ e�n èna

sÔnolo eÐnai kleistì   ìqi.
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3.1.6 Prìtash. 'Estw A èna uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ).

To sÔnolo A eÐnai kleistì ston (X,τ ), e�n kai mìnon an to A perièqei ìla

ta oriak� tou shmeÐa.

Apìdeixh.

Prèpei na deÐxoume ìti to sÔnolo A perièqei ìla ta oriak� tou shmeÐa,

dhlad  prèpei na deÐxoume ìti:

(i) e�n to A eÐnai kleistì sÔnolo, tìte perièqei ìla ta oriak� tou

shmeÐa kai

(ii) e�n to A perièqei ìla ta oriak� tou shmeÐa, tìte eÐnai kleistì

sÔnolo.

Upojètoume ìti to A eÐnai kleistì ston (X,τ ). 'Estw p èna oriakì shmeÐo

tou A, to opoÐo an kei sto X \A. Tìte, to X \A ja eÐnai èna anoiqtì sÔnolo, to

opoÐo perièqei to oriakì shmeÐo p, tou A. 'Ara, to X \ A perièqei èna stoiqeÐo

tou A. Autì eÐnai xek�jara l�joc, opìte èqoume mia antÐfash sthn upìjes 

mac. 'Ara, k�je oriakì shmeÐo tou A prèpei na an kei sto A.

AntÐstrofa, èstw to A emperièqei ìla ta oriak� tou shmeÐa. Gia k�je

z ∈ X \ A, h upìjes  mac sunep�getai ìti up�rqei èna anoiqtì sÔnolo Uz 3 z,

tètoio ¸ste Uz∩A = Ø, dhlad  Uz ⊆ X \A. 'Ara, X \A =
⋃
z∈X\A Uz. ('Askhsh gia ton

anagn¸sth!). 'Etsi, X \ A eÐnai ènwsh anoiqt¸n sunìlwn, opìte eÐnai anoiqtì

sÔnolo. Kat� sunèpeia, to sumpl rwma, A, ja eÐnai kleistì. �

3.1.7 Par�deigma. Wc efarmogèc thc Prìtashc 3.1.6 èqoume ta parak�tw:

(i) To sÔnolo [a, b) den eÐnai kleistì sto R, epeid  to b eÐnai oriakì shmeÐo

kai b /∈ [a, b).

(ii) To sÔnolo [a, b] eÐnai kleistì sto R, epeid  ìla ta oriak� shmeÐa tou [a, b]

(sugkekrimèna ìla ta stoiqeÐa tou [a, b]) an koun sto di�sthma [a, b].
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(iii) To di�sthma (a, b) den eÐnai kleistì uposÔnolo tou R, epeid  den perièqei

to oriakì shmeÐo a.

(iv) To [a,∞) eÐnai èna kleistì uposÔnolo tou R. �

3.1.8 Prìtash. 'Estw A èna uposÔnolo topologikoÔ q¸rou (X,τ ) kai A′

to sÔnolo ìlwn twn oriak¸n shmeÐwn tou A. Tìte, h ènwsh A∪A′ eÐnai èna
anoiqtì sÔnolo.

Apìdeixh. 'Eqontac kat� nou thn Prìtash 3.1.6, arkeÐ na deÐxoume ìti to

sÔnolo A ∪ A′ perièqei ìla ta oriak� tou shmeÐa  , isodÔnama, kanèna apì ta

stoiqeÐa tou X \ (A ∪ A′) den eÐnai oriakì shmeÐo tou A ∪ A′.

'Estw p ∈ X \ (A ∪ A′). Epeid  p /∈ A′, ja up�rqei èna anoiqtì sÔnolo U

pou perièqei to p, ìpou U ∩ A = {p}   Ø. Wstìso, p /∈ A, �ra kai U ∩ A = Ø.

Isqurizìmaste epÐshc ìti U ∩ A′ = Ø. Diìti, e�n x ∈ U , tìte U ja eÐnai èna

anoiqtì sÔnolo kai U ∩ A = Ø, x /∈ A′. 'Etsi, U ∩ A′ = Ø. Dhlad , U ∩ (A ∪ A′) = Ø

kai p ∈ U . Autì sunep�getai ìti to p den eÐnai oriakì shmeÐo tou A ∪ A′, opìte
to A ∪ A′ ja eÐnai kleistì sÔnolo. �

3.1.9 Orismìc. 'Estw A èna uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ).

Tìte to sÔnolo A∪A′, to opoÐo apoteleÐtai apì to A kai apì ìla ta oriak�

tou stoiqeÐa, lègetai perÐblhma tou A, kai sumbolÐzetai wc A.

3.1.10 Parat rhsh. EÐnai xek�jaro apì thn Prìtash 3.1.8, ìti to A eÐnai

kleistì sÔnolo. Apì thn Prìtash 3.1.6 kai apì tic Ask seic 3.1 #5 (i)

paÐrnoume ìti k�je kleistì sÔnolo, to opoÐo perièqei to A, prèpei epÐshc na

perièqei kai to sÔnolo A′. 'Ara, A ∪ A′ = A eÐnai to mikrìtero kleistì sÔnolo

pou perièqei to A. Autì sunep�getai ìti to sÔnolo A eÐnai h tom  ìlwn twn

kleist¸n sunìlwn pou perièqoun to A. �



3.1. ORIAK�A SHME�IA KAI PER�IBLHMA 81

3.1.11 Par�deigma. 'Estw X = {a, b, c, d, e} kai

τ = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}}.

Na deiqjeÐ ìti {b} = {b, e}, {a, c} = X kai {b, d} = {b, c, d, e}.

Apìdeixh.

Gia na brejeÐ to perÐblhma enìc sugkekrimènou sunìlou, prèpei na

brejoÔn ìla ta kleist� sÔnola pou perièqoun to sÔnolo autì, kai

na epilegeÐ to mikrìtero. 'Ara ki emeÐc ja xekin soume aparijm¸ntac

ìla ta kleist� sÔnola � aut� eÐnai apl� ta sumplhr¸mata ìlwn twn

anoiqt¸n sunìlwn.

Ta kleist� sÔnola eÐnai ta Ø, X, {b, c, d, e}, {a, b, e}, {b, e} kai {a}. 'Ara to

mikrìtero kleistì sÔnolo to opoÐo perièqei to {b} eÐnai to {b, e}, dhlad 

{b} = {b, e}. OmoÐwc, {a, c} = X kai {b, d} = {b, c, d, e}. �

3.1.12 Par�deigma. 'Estw Q to sÔnolo tou R, to opoÐo apoteleÐtai apì

ìlouc touc rhtoÔc arijmoÔc. Na apodeiqjeÐ ìti Q = R.

Apìdeixh. 'Estw Q 6= R. Tìte, ja up�rqei x ∈ R\Q. Epeid  ìmwc to R\Q eÐnai

anoiqtì sto R, ja up�rqoun a, b me a < b, tètoia ¸ste x ∈ (a, b) ⊆ R \Q. 'Omwc, se

k�je di�sthma thc morf c (a, b) up�rqei ènac rhtìc arijmìc q, dhlad  q ∈ (a, b).

'Etsi, q ∈ R \ Q, pou sunep�getai ìti q ∈ R \ Q. Autì ìmwc eÐnai mia antÐfash,

diìti q ∈ Q. 'Ara telik�, Q = R. �

3.1.13 Orismìc. 'Estw A èna uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ).

To A lègetai puknì sto X   pantoÔ puknì sto X, e�n A = X.

T¸ra eÐmaste se jèsh na epanadiatup¸soume to Par�deigma 3.1.12 wc ex c:

To sÔnolo Q eÐnai puknì sto R.

Shmei¸noume epÐshc ìti sto Par�deigma 3.1.11, to sÔnolo {a, c} eÐnai puknì
sto X.



82 KEF�ALAIO 3. ORIAK�A SHME�IA

3.1.14 Par�deigma. 'Estw (X,τ ) ènac diakritikìc topologikìc q¸roc. Tìte,

k�je uposÔnolo tou X ja eÐnai kleistì (lìgw tou ìti to sumpl rwm� tou eÐnai

anoiqtì). 'Ara, to mìno kleistì uposÔnolo tou X eÐnai to Ðdio to X, diìti k�je

uposÔnolo tou X tautÐzetai me to perÐblhm� tou.

3.1.15 Prìtash. 'Estw A èna uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ).

Tìte to A ja eÐnai puknì sto X, e�n kai mìnon an k�je mh kenì anoiqtì

uposÔnolo tou X tèmnei to A mh tetrimmèna (dhlad , e�n U ∈ τ kai U 6= Ø

èqoume ìti A ∩ U 6= Ø.)

Apìdeixh. Upojètoume arqik� ìti k�je mh kenì anoiqtì sÔnolo tèmnei to A

mh tetrimmèna. E�n A = X, tìte eÐnai xek�jaro ìti to A eÐnai puknì sto X. E�n

A 6= X, èstw x ∈ X \ A. E�n U ∈ τ kai x ∈ U , tìte U ∩ A 6= Ø. 'Ara to x eÐnai èna

oriakì shmeÐo tou A. Efìson to x eÐnai èna aujaÐreto shmeÐo sto X \ A, k�je
shmeÐo tou X \A ja eÐnai èna oriakì shmeÐo tou A. 'Ara, A′ ⊇ X \A �ra, apì ton

Orismì 3.1.9, paÐrnoume ìti A = A′ ∪A = X, dhlad  to A eÐnai puknì sto sÔnolo

X.

Antistrìfwc, èstw A puknì sto X. 'Estw U èna mh kenì anoiqtì uposÔnolo

tou X. Upojètoume ìti U ∩A = Ø. Tìte, e�n x ∈ U , x /∈ A kai x den eÐnai oriakì

shmeÐo tou A, diìti to U eÐnai anoiqtì sÔnolo pou perièqei to x kai den perièqei

kanèna shmeÐo tou A. Aut  eÐnai mia antÐfash, diìti efìson to A eÐnai puknì

sto X, k�je stoiqeÐo tou X \ A eÐnai oriakì shmeÐo tou A. 'Ara h upìjes  mac

eÐnai lanjasmènh kai U ∩ A 6= Ø, ìpwc ezhteÐto. �

Ask seic 3.1

1. (a) Sto Par�deigma 1.1.2, na brejoÔn ìla ta oriak� shmeÐa twn akìloujwn

sunìlwn:

(i) {a},
(ii) {b, c},
(iii) {a, c, d},
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(iv) {b, d, e, f}.

(b) Na brejeÐ to perÐblhma ìlwn twn parap�nw sunìlwn.

(c) Na brejoÔn t¸ra ta peribl mata kajenìc apì ta parap�nw sÔnola,

qrhsimopoi¸ntac thn mèjodo tou ParadeÐgmatoc 3.1.11.

2. 'Estw (Z,τ ) to sÔnolo ìlwn twn akeraÐwn, efodiasmèno me thn Peperasmènh-

Kleist  topologÐa. Na brejoÔn ta oriak� shmeÐa twn akìloujwn sunìlwn:

(i) A = {1, 2, 3, . . . , 10},
(ii) to sÔnolo E, to opoÐo apoteleÐtai apì ìlouc touc �rtiouc arijmoÔc.

3. Na brejoÔn ìla ta oriak� shmeÐa tou anoiqtoÔ diast matoc (a, b) sto R,
ìpou a < b.

4. (a) Poiì eÐnai to perÐblhma, sto R, kajenìc apì ta parak�tw sÔnola?

(i) {1, 1
2
, 1
3
, 1
4
, . . . , 1

n
, . . . },

(ii) to sÔnolo Z ìlwn twn akeraÐwn,

(iii) to sÔnolo P ìlwn twn �rrhtwn arijm¸n.

(b) 'Estw S èna uposÔnolo tou R kai èstw a ∈ R. Na apodeiqjeÐ ìti a ∈ S,
e�n kai mìnon an gia k�je jetikì akèraio n, up�rqei xn ∈ S, tètoio ¸ste

|xn − a| < 1
n
.

5. 'Estw S kai T mh ken� uposÔnola enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ), ìpou

S ⊆ T .

(i) E�n p eÐnai oriakì shmeÐo tou sunìlou S, na apodeiqjeÐ ìti to p eÐnai

epÐshc oriakì shmeÐo tou sunìlou T .

(ii) Na apodeiqjeÐ, mèsw thc (i), ìti S ⊆ T .

(iii) Na apodeiqjeÐ ìti e�n S eÐnai puknì sto X, tìte to sÔnolo T eÐnai

puknì sto X.

(iv) Qrhsimopoi¸ntac thn (iii) na apodeiqjeÐ ìti to sÔnolo R apoteleÐtai

apì mia mh arijm simh sullog  pukn¸n uposunìlwn.

[Bo jhma: H mh arijmhsimìthta sunìlwn suzhteÐtai sto Par�rthma 2.]
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(v)* Xan�, qrhsimopoi¸ntac thn (iii), na apodeiqjeÐ ìti to sÔnolo R apoteleÐtai

apì mia mh arijm simh sullog  arijm simwn pukn¸n uposunìlwn kai

2c mh arijm simwn pukn¸n uposunìlwn.

[Bo jhma: Shmei¸noume ìti to c suzhteÐtai sto Par�rthma 1.]

3.2 Perioqèc

3.2.1 Orismìc. 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc, N èna uposÔnolo

tou X kai p èna shmeÐo tou N . To N lègetai perioq  tou shmeÐou p, e�n

up�rqei èna anoiqtì sÔnolo U , tètoio ¸ste p ∈ U ⊆ N .

3.2.2 Par�deigma. To kleistì di�sthma [0, 1], sto R, eÐnai mia perioq  gia

to shmeÐo 1
2
, epeid  1

2
∈ (1

4
, 3
4
) ⊆ [0, 1]. �

3.2.3 Par�deigma. To di�sthma (0, 1], tou R, eÐnai mia perioq  gia to shmeÐo

1
4
, epeid  1

4
∈ (0, 1

2
) ⊆ (0, 1]. 'Omwc, to di�sthma (0, 1] den apoteleÐ perioq  gia to

shmeÐo 1. ('Askhsh gia ton anagn¸sth.) �

3.2.4 Par�deigma. E�n (X,τ ) eÐnai ènac topologikìc q¸roc kai U ∈ τ ,
tìte apì tìn Orismì 3.2.1, èpetai ìti U eÐnai perioq  k�je shmeÐou sto p ∈ U .
'Ara, gia par�deigma, k�je anoiqtì di�sthma, (a, b), sto R apoteleÐ perioq  k�je

shmeÐou pou perilamb�nei. �

3.2.5 Par�deigma. 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc kai èstw N mia

perioq  enìc shmeÐou p. E�n S eÐnai èna uposÔnolo tou X, tètoio ¸ste N ⊆ S,

tìte to S eÐnai mia perioq  tou p. �

H parak�tw prìtash mporeÐ eÔkola na apodeiqjeÐ, kai h apìdeixh af netai

wc �skhsh gia ton anagn¸sth.
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3.2.6 Prìtash. 'Estw A èna uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ).

'Ena shmeÐo x ∈ X apoteleÐ oriakì shmeÐo tou A, e�n kai mìnon an k�je

perioq  tou x emperièqei èna shmeÐo tou A diaforetikì apì to x. �

Epeid  èna sÔnolo eÐnai kleistì, e�n kai mìnon an perièqei ìla ta oriak�

tou shmeÐa, ex�goume to parak�tw sumpèrasma.

3.2.7 Sumpèrasma. 'Estw A èna uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou

(X,τ ). Tìte, to sÔnolo A eÐnai kleistì, e�n kai mìnon an gia k�je x ∈ X \A,
up�rqei mia perioq  N tou x, tètoia ¸ste N ⊆ X \ A. �

3.2.8 Sumpèrasma. 'Estw U èna uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou

(X,τ ). Tìte, U ∈ τ , e�n kai mìnon an gia k�je x ∈ U , up�rqei mia perioq  N

tou x, tètoia ¸ste N ⊆ U . �

H epìmenh diapÐstwsh èqei  dh exaqjeÐ apì to Sumpèrasma 3.2.8.

3.2.9 Sumpèrasma. 'Estw U èna uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou

(X,τ ). Tìte, U ∈ τ , e�n kai mìnon an gia k�je x ∈ U , up�rqei V ∈ τ tètoio

¸ste x ∈ V ⊆ U . �

To Sumpèrasma 3.2.9 mac efodi�zei me èna test pou mac deÐqnei pìte èna

sÔnolo eÐnai anoiqtì kai pìte ìqi anoiqtì.

Ask seic 3.2

1. 'Estw A èna uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ). Na apodeiqjeÐ ìti

to sÔnolo A eÐnai puknì sto X, e�n kai mìnon an k�je perioq  shmeÐou tou

X \ A tèmnei to A mh tetrimmèna.
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2. (i) 'Estw A kai B uposÔnola enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ). Na apodeiqjeÐ,

me idiaÐterh epimèleia sthn leptomèreia, ìti

A ∩B ⊆ A ∩B.

(ii) Na kataskeuasteÐ èna par�deigma, ìpou:

A ∩B 6= A ∩B.

3. 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc. Na apodeiqjeÐ ìti h topologÐa τ
eÐnai h peperasmènh-kleist  topologÐa sto X, e�n kai mìnon an (i) (X,τ )

eÐnai T1-q¸roc kai (ii) k�je �peiro uposÔnolo tou X eÐnai puknì sto X.

4. 'Enac topologikìc q¸roc (X,τ ) lègetai diaqwrÐsimoc, e�n perièqei èna

puknì kai arijm simo uposÔnolo. Na kajoristeÐ poioÐ apì touc parak�tw

q¸rouc eÐnai diaqwrÐsimoi:

(i) to sÔnolo R me thn sun jh topologÐa,

(ii) èna arijm simo sÔnolo me thn diakritik  topologÐa,

(iii) èna arijm simo sÔnolo me thn peperasmènh-kleist  topologÐa,

(iv) (X,τ ) ìpou to sÔnolo X eÐnai peperasmèno,

(v) (X,τ ) ìpou h topologÐa τ eÐnai peperasmènh,

(vi) èna mh arijm simo sÔnolo efodiasmèno me thn diakritik  topologÐa,

(vii) èna mh arijm simo sÔnolo me thn peperasmènh-kleist  topologÐa,

(viii) ènac q¸roc (X,τ ) pou ikanopoieÐ to deÔtero axÐwma thc arijmhsimìthtac.

5. 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc kai A èna uposÔnolo tou X. To

megalÔtero anoiqtì sÔnolo pou emperièqetai sto A kaleÐtai eswterikì tou

A, kai sumbolÐzetai wc Int(A). [To eswterikì enìc sunìlou eÐnai dhlad  h

ènwsh ìlwn twn anoiqt¸n sunìlwn sto X, ta opoÐa emperièqontai sto A.]

(i) Na apodeiqjeÐ ìti sto sÔnolo R, Int([0, 1]) = (0, 1).

(ii) Na apodeiqjeÐ ìti sto sÔnolo R, Int((3, 4)) = (3, 4).

(iii) Na apodeiqjeÐ ìti e�n to A eÐnai anoiqtì ston topologikì q¸ro (X,τ ),

tìte Int(A) = A.
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(iv) Na apodeiqjeÐ ìti sto sÔnolo R, Int({3}) = Ø.

(v) Na apodeiqjeÐ ìti e�n (X,τ ) eÐnai ènac mh diakritikìc q¸roc, tìte gia

k�je uposÔnolo A tou X, plhn tou X, Int(A) = Ø.

(vi) Na apodeiqjeÐ ìti gia k�je arijm simo uposÔnolo A, tou R, Int(A) = Ø.

6. Na apodeiqjeÐ ìti e�n A eÐnai èna opoiod pote uposÔnolo enìc topologikoÔ

q¸rou (X,τ ), tìte Int(A) = X \ (X \ A). (Blèpete 'Askhsh 5 parap�nw, gia

ton orismì tou Int.)

7. Qrhsimopoi¸ntac thn 'Askhsh 6 parap�nw, apodeÐxte ìti to A eÐnai puknì

ston q¸ro (X,τ ), e�n kai mìnon an Int(X \ A) = Ø.

8. Qrhsimopoi¸ntac ton orismì tou Int, sthn 'Askhsh 5 parap�nw, na kajoristeÐ

poi� apì tic akìloujec prot�seic eÐnai alhjeÐc, gia aujaÐreta epilegmèna

uposÔnola A1 kai A2, enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ):

(i) Int(A1 ∩ A2) = Int(A1) ∩ Int(A2),

(ii) Int(A1 ∪ A2) = Int(A1) ∪ Int(A2),

(iii) A1 ∪ A2 = A1 ∪ A2.

(E�n apant ste ìti h prìtash eÐnai �alhj c �, na parajèsete mia apìdeixh.

E�n, apì thn �llh, h ap�nthsh eÐnai �yeud c �, na dojeÐ èna par�deigma.)

9.* 'Estw S èna puknì uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ). Na apodeiqjeÐ

ìti gia k�je anoiqtì uposÔnolo U , tou X, S ∩ U = U .

10. 'Estw S kai T pukn� uposÔnola enìc q¸rou (X,τ ). E�n to T eÐnai epÐshc

anoiqtì, na deiqjeÐ me thn bo jeia thc 'Askhshc 9 parap�nw, ìti h tom 

S ∩ T eÐnai puknì sÔnolo sto X.

11. 'Estw B = {[a, b) : a ∈ R, b ∈ Q, a < b}. Na apodeiqjeÐ h kajemÐa apì tic

parak�tw prot�seic.

(i) To sÔnolo B eÐnai b�sh gia thn topologÐa τ 1 sto R. (O q¸roc (R,τ 1)

kaleÐtai Sorgenfrey eujeÐa.)
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(ii) E�n τ eÐnai h EukleÐdeia TopologÐa sto R, tìte τ 1 ⊃ τ .

(iii) Gia k�je a, b ∈ R, ìpou a < b, [a, b) eÐnai èna kleist�noiqto sÔnolo sto

(R,τ 1).

(iv) H Sorgenfrey eujeÐa eÐnai ènac diaqwrÐsimoc q¸roc.

(v)* H Sorgenfrey eujeÐa den ikanopoieÐ to deÔtero axÐwma thc diaqwrisimìthtac.

3.3 Sunektikìthta

3.3.1 Parat rhsh. Se autì to shmeÐo ja katagr�youme k�poiouc orismoÔc

kai dedomèna me ta opoÐa o anagn¸sthc ja prèpei  dh na èqei èrjei se mia pr¸th

epaf . 'Estw S èna sÔnolo pragmatik¸n arijm¸n. E�n up�rqei èna stoiqeÐo

b, sto S, tètoio ¸ste x ≤ b, gia k�je x ∈ S, tìte to b lègetai to megalÔtero

stoiqeÐo tou S. OmoÐwc, e�n to S perièqei èna stoiqeÐo a tètoio ¸ste a ≤ x,

gia k�je x ∈ S, tìte to a kaleÐtai to el�qisto stoiqeÐo tou S. 'Ena sÔnolo

S, pragmatik¸n arijm¸n, lègetai �nw fragmèno e�n up�rqei ènac pragmatikìc

arijmìc c, tètoioc ¸ste x ≤ c, gia k�je x ∈ S, kai to c kaleÐtai �nw fr�gma gia

to S. 'Omoia orÐzontai kai oi ìroi �k�tw fragmèno� kai �k�tw fr�gma�. 'Ena

sÔnolo to opoÐo eÐnai �nw kai k�tw fragmèno lègetai fragmèno. �

To AxÐwma tou ElaqÐstou 'Anw Fr�gmatoc: 'Estw S èna mh kenì sÔnolo

pragmatik¸n arijm¸n. E�n to S eÐnai �nw fragmèno, tìte èqei èna toul�qiston

�nw fr�gma. �

To el�qisto �nw fr�gma kaleÐtai epÐshc kai supremum tou S, kai sumbolÐzetai

sup(S). Shmei¸noume de ìti dÔnatai na an kei   na mhn an kei sto sÔnolo S.

Pr�gmati, to supremum tou S eÐnai èna stoiqeÐo tou S, e�n kai mìnon an to S

èqei mègisto stoiqeÐo. Gia par�deigma, to supremum tou anoiqtoÔ diast matoc

S = (1, 2) eÐnai to 2, ìmwc 2 /∈ (1, 2), en¸ to supremum tou [3, 4] an kei sto 4, to

opoÐo an kei sto [3, 4], en¸ to 4 eÐnai to mègisto stoiqeÐo tou [3, 4]. K�je sÔnolo

S pragmatik¸n arijm¸n, to opoÐo den eÐnai k�tw fragmèno, èqei èna mègisto

k�tw fr�gma, to opoÐo kaleÐtai infimum kai sumbolÐzetai me inf(S).
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3.3.2 L mma. 'Estw S èna uposÔnolo tou sunìlou R, to opoÐo eÐnai �nw

fragmèno, kai èstw p to supremum tou S. E�n S eÐnai èna kleistì uposÔnolo

tou R, tìte p ∈ S.

Apìdeixh. 'Estw p ∈ R\S. Efìson to sÔnolo R\S eÐnai anoiqtì, ja up�rqoun

pragmatikoÐ arijmoÐ a kai b, ìpou a < b, tètoioi ¸ste p ∈ (a, b) ⊆ R \ S. Efìson

to p eÐnai to el�qisto �nw fr�gma gia to S kai a < p, eÐnai xek�jaro ìti ja

up�rqei x ∈ S, tètoio ¸ste a < x. EpÐshc, x < p < b, opìte kai x ∈ (a, b) ⊆ R \ S.
'Omwc autì apoteleÐ mia antÐfash, diìti x ∈ S. 'Ara h upìjes  mac eÐnai yeud c,

opìte kai p ∈ S. �

3.3.3 Prìtash. 'Estw T èna kleist�noiqto uposÔnolo tou R. Tìte, eÐte
T = R eÐte T = Ø.

Apìdeixh. Upojètoume T 6= R kai T 6= Ø. Tìte, ja up�rqei èna stoiqeÐo

x ∈ T kai èna stoiqeÐo z ∈ R \ T . QwrÐc ap¸leia thc genÐkeushc, upojètoume ìti

x < z. 'Estw S = T ∩ [x, z]. Tìte, S, ìntac h tom  dÔo kleist¸n sunìlwn, ja eÐnai

kleistì sÔnolo. Ja eÐnai ìmwc kai �nw fragmèno, diìti to z eÐnai profan¸c

�nw fr�gma.

'Estw p to supremum tou S. Apì to L mma 3.3.2, èqoume ìti p ∈ S. Epeid 

p ∈ [x, z], p ≤ z. Efìson z ∈ R \ S, p 6= z opìte kai p < z.

T¸ra, T eÐnai epÐshc anoiqtì sÔnolo kaj¸c kai p ∈ T . 'Ara, ja up�rqoun a

kai b sto R, ìpou a < b, ètsi ¸ste p ∈ (a, b) ⊆ T . 'Estw t tètoio ¸ste p < t < min(b, z),

ìpou min(b, z) sumbolÐzei ton mikrìtero arijmì metaxÔ twn b kai z. 'Etsi, t ∈ T
kai t ∈ [p, z]. 'Ara, t ∈ T ∩ [x, z] = S. Autì ìmwc apoteleÐ antÐfash, diìti t > p

kai p eÐnai to supremum tou S. 'Ara h upìjes  mac eÐnai lanjasmènh, opìte ja

èqoume T = R   T = Ø. �
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3.3.4 Orismìc. 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc. Ja lème ìti o

topologikìc q¸roc autìc eÐnai sunnektikìc, e�n ta mìna kleist�noiqta

uposÔnola tou X eÐnai to X kai to Ø.

Epanadiatup¸nontac thn Prìtash 3.3.3, ex�goume thn parak�tw prìtash:

3.3.5 Prìtash. O topologikìc q¸roc R eÐnai sunektikìc. �

3.3.6 Par�deigma. 'Estw (X,τ ) ènac mh diakritikìc q¸roc, o opoÐoc

apoteleÐtai apì perissìtera tou enìc stoiqeÐa. Tìte ja èqoume ìti o (X,τ ) den

eÐnai sunektikìc q¸roc, diìti k�je monosÔnolì tou ja eÐnai kleist�noiqto. �

3.3.7 Par�deigma. E�n (X,τ ) eÐnai ènac mh diakritikìc q¸roc, tìte ja eÐnai

kai sunektikìc, diìti ta monadik� tou kleist�noiqta sÔnola ja eÐnai to X kai

to Ø. (Pr�gmati, ta mìna anoiqt� sÔnola ja eÐnai to X kai to Ø.) �

3.3.8 Par�deigma. E�n X = {a, b, c, d, e} kai

τ = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}},

tìte o q¸roc (X,τ ) den ja eÐnai sunektikìc, diìti to sÔnolo {b, c, d, e} eÐnai èna
kleist�noiqto uposÔnolo. �

3.3.9 Parat rhsh. Apì ton Orismì 3.3.4 èpetai ìti ènac topologikìc q¸roc

(X,τ ) den eÐnai sunektikìc (dhlad , eÐnai mh sunektikìc), e�n kai mìnon an

up�rqoun mh ken� anoiqt� sÔnola A kai B, tètoia ¸ste A∩B = Ø kai A∪B = X.1

(Blèpete Ask seic 3.3 #3.)

1
Τα περισσότερα συγγράμματα χρησιμοποιούν αυτή την ιδιότητα για να ορίσουν την

συνεκτικότητα.



3.3. SUNEKTIK�OTHTA 91

'Ena apì ta basik� sumper�smata autoÔ tou KefalaÐou eÐnai h katagraf 

ìti to sÔnolo R2 (kai pr�gmati, Rn, gia k�je n ≥ 1) eÐnai ènac sunektikìc q¸roc.

'Omwc h apìdeixh ja metatejeÐ sto Kef�laio 5.

H sunektikìthta apoteleÐ mia polÔ shmantik  topologik  idiìthta kai h

suz thsh den ja perioristeÐ ed¸.

Ask seic 3.3

1. 'Estw S to sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n kai T = {x : −x ∈ S}.

(a) Na apodeiqjeÐ ìti o pragmatikìc arijmìc a eÐnai to infimum tou S, e�n

kai mìnon an −a eÐnai to supremum tou T .

(b) Qrhsimopoi¸ntac to (a) kai to AxÐwma tou ElaqÐstou 'Anw Fr�gmatoc,

na apodeiqjeÐ ìti k�je mh kenì sÔnolo pragmatik¸n arijm¸n, to opoÐo

eÐnai k�tw fragmèno, èqei èna mègisto k�tw fr�gma.

2. Gia k�je èna apì ta parak�tw sÔnola pragmatik¸n arijm¸n, na brejeÐ to

megalÔtero stoiqeÐo kai to el�qisto �nw fr�gma, e�n up�rqei.

(i) S = R.
(ii) S = Z = to sÔnolo ìlwn twn akeraÐwn.

(iii) S = [9, 10).

(iv) S = to sÔnolo ìlwn twn pragmatik¸n arijm¸n thc morf c 1− 3
n2 , ìpou

n eÐnai ènac jetikìc akèraioc arijmìc.

(v) S = (−∞, 3].

3. 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc. Na apodeiqjeÐ ìti (X,τ ) den eÐnai

sunektikìc, e�n kai mìnon an perièqei (austhr�) mh ken� kai xèna metaxÔ

touc anoiqt� sÔnola A kai B, tètoia ¸ste A ∪B = X.

4. EÐnai o q¸roc (X,τ ), tou ParadeÐgmatoc 1.1.2, sunektikìc?

5. 'Estw (X,τ ) ènac q¸roc efodiasmènh me thn peperasmènh-kleist  topologÐa.

EÐnai o q¸roc (X,τ ) sunektikìc?
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6. 'Estw (X,τ ) èna �peiro sÔnolo me thn arijm simh-kleist  topologÐa. EÐnai

o q¸roc (X,τ ) sunektikìc?

7. Poiìc apì touc topologikoÔc q¸rouc twn Ask sewn 1.1 #9 eÐnai sunektikìc?

3.4 Usterìgrafo

Se autì to kef�laio parousi�same ton ìro �oriakì shmeÐo�, kai deÐxame ìti èna

sÔnolo eÐnai kleistì, e�n kai mìnon an perièqei ìla ta oriak� tou shmeÐa. H

Prìtash 3.1.8 mac lèei ìti se k�je sÔnolo A antistoiqeÐ èna el�qisto kleistì

sÔnolo A, to opoÐo to perièqei. To sÔnolo A kaleÐtai perÐblhma tou A.

'Ena uposÔnolo A, enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ), lègetai puknì sto X,

e�n A = X. EÐdame ìti to sÔnolo Q eÐnai puknì sto R kai to sÔnolo P, ìlwn
twn �rrhtwn arijm¸n, eÐnai epÐshc puknì sto R. Parousi�same thn ènnoia thc

perioq c shmeÐou kai epÐshc thn ènnoia thc sunektikìthtac enìc topologikoÔ

q¸rou. ApodeÐxame èna shmantikì apotèlesma,  toi ìti to R eÐnai sunektikì.

Ja prosjèsoume kai �lla p�nw sthn ènnoia thc sunektikìthtac se epìmena

kef�laia.

Stic ask seic parousi�same thn ènnoia tou eswterikoÔ enìc sunìlou, mia

ènnoia sumplhrwmatik  aut c tou peribl matoc enìc sunìlou.



Kef�laio 4

OmoiomorfismoÐ

Eisagwg 

Se k�je tomèa twn majhmatik¸n eÐnai shmantikì na diakrÐnontai oi domèc pou

dièpontai apì mia isodunamÐa. Gia par�deigma, dÔo sÔnola lègontai isodÔnama

sthn JewrÐa Sunìlwn, e�n up�rqei mia èna proc èna kai epÐ sun�rthsh, h

opoÐa apeikonÐzei to èna sÔnolo sto �llo. DÔo om�dec lègontai isodÔnamec

(  isìmorfec), sthn JewrÐa Om�dwn, e�n up�rqei omomorfismìc o opoÐoc

eÐnai epÐshc mÐa èna proc èna kai epÐ sun�rthsh, h opoÐa apeikonÐzei thn

mia om�da sthn �llh. DÔo topologikoÐ q¸roi lègontai isodÔnamoi, e�n eÐnai

omoiomorfikoÐ, dhlad  e�n up�rqei ènac omoiomorfismìc apì ton èna q¸ro ston

�llo.

4.1 Upìqwroi

4.1.1 Orismìc. 'Estw Y èna mh kenì uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou

(X,τ ). H sullog  τ Y = {O∩Y : O ∈ τ }, uposunìlwn tou Y , eÐnai mia topologÐa
sto Y , kai kaleÐtai topologÐa tou upoq¸rou (  epag¸menh topologÐa). O

topologikìc q¸roc (Y,τ Y ) lègetai upìqwroc tou q¸rou (X,τ ).

Fusik� o anagn¸sthc ja prèpei na epalhjeÔsei ìti to sÔnolo TY apoteleÐ

pr�gmati mia topologÐa sto Y .

93
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4.1.2 Par�deigma. 'Estw X = {a, b, c, d, e, f},

τ = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e, f}}

kai Y = {b, c, e}. Tìte, h epag¸menh topologÐa sto Y ja eÐnai h ex c:

τ Y = {Y,Ø, {c}}. �

4.1.3 Par�deigma. 'Estw X = {a, b, c, d, e},

τ = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}},

kai Y = {a, d, e}. Tìte, h epag¸menh topologÐa sto Y ja eÐnai h:

τ Y = {Y,Ø, {a}, {d}, {a, d}, {d, e}}. �

4.1.4 Par�deigma. 'Estw B mia b�sh gia mia topologÐa τ , sto X, kai èstw

Y èna uposÔnolo tou X. Tìte den eÐnai dÔskolo na deÐxei kaneÐc ìti h sullog 

BY = {B ∩ Y : B ∈ B} apoteleÐ mia b�sh gia thn topologÐa τ Y , sto Y . ['Askhsh

gia ton anagn¸sth: na dojeÐ h apìdeixh.]

Ja jewr soume t¸ra to uposÔnolo (1, 2), tou sunìlou R. Mia b�sh gia thn

epag¸menh topologÐa sto (1, 2) ja eÐnai h sullog  {(a, b) ∩ (1, 2) : a, b ∈ R, a < b}.
Me �lla lìgia, h sullog  {(a, b) : a, b ∈ R, 1 ≤ a < b ≤ 2} apoteleÐ b�sh gia thn

epag¸menh topologÐa sto (1, 2). �

4.1.5 Par�deigma. 'Estw to uposÔnolo [1, 2] tou R. Mia b�sh gia thn

epag¸menh topologÐa τ , sto [1, 2], eÐnai h ex c:

{(a, b) ∩ [1, 2] : a, b ∈ R, a < b},

dhlad  h sullog :

{(a, b) : 1≤ a < b≤ 2} ∪ {[1, b) : 1 < b≤ 2} ∪ {(a, 2] : 1≤ a < 2} ∪ {[1, 2]}

apoteleÐ mia b�sh gia thn τ .
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Ed¸ ja prèpei na upogrammÐsoume k�ti to axioshmeÐwto. Blèpoume, gia

par�deigma, ìti to sÔnolo [1, 11
2
) den eÐnai anoiqtì sÔnolo sto R, en¸ to sÔnolo

[1, 11
2
) = (0, 11

2
) ∩ [1, 2], eÐnai anoiqtì ston upìqwro [1, 2].

EpÐshc, to (1, 2] den eÐnai anoiqtì sto R, en¸ eÐnai anoiqtì sto [1, 2].

Epiprìsjeta, to [1, 2] den eÐnai anoiqtì sto R, ìmwc eÐnai anoiqtì sto [1, 2].

'Ara, opoted pote anaferìmaste se èna anoiqtì sÔnolo, ja prèpei na

xekajarÐzoume se poiìn q¸ro   me poi� topologÐa eÐnai anoiqtì. �

Par�deigma. 'Estw Z to uposÔnolo tou sunìlou R, to opoÐo apoteleÐta

apì ìlouc touc akeraÐouc arijmoÔc. Na apodeiqjeÐ ìti h epag¸menh topologÐa

sto Z, apì thn EukleÐdeia TopologÐa stoR, eÐnai h diakritik  topologÐa.

Apìdeixh.

Gia na apodeÐxoume ìti h epag¸menh topologÐa τZ, sto sÔnolo Z,
eÐnai h diakritik , arkeÐ, apì thn Prìtash 1.1.9, na deqjeÐ ìti k�je

monosÔnolo tou sunìlou Z eÐnai anoiqtì sthn τZ. Dhlad , e�n n ∈ Z,
tìte {n} ∈ τZ.

'Estw n ∈ Z. Tìte, {n} = (n− 1, n+ 1) ∩ Z. 'Omwc (n− 1, n+ 1) eÐnai anoiqtì sto

R, opìte to {n} ja eÐnai anoiqtì sthn epag¸menh topologÐa sto Z. 'Ara, k�je

monosÔnolo sto Z ja eÐnai anoiqtì sthn epag¸menh topologÐa sto Z, �ra kai

h epag¸menh topologÐa ja eÐnai h diakritik . �

SumbolismoÐ. Opoted pote anaferìmaste sta ex c sÔnola:

Q = sto sÔnolo ìlwn twn rht¸n arijm¸n,

Z = sto sÔnolo ìlwn twn akeraÐwn,

N = sto sÔnolo ìlwn twn jetik¸n akeraÐwn,

P = sto sÔnolo ìlwn twn �rrhtwn arijm¸n,

(a, b), [a, b], [a, b), (−∞, a), (−∞, a], (a,∞)   [a,∞)
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anaferìmenoi se aut� prosdiorÐzont�c ta san topologikoÔc q¸rouc, qwrÐc na

anaferìmaste sugkekrimèna sthn topologÐa touc, ja ennooÔme ìti h topologÐa

touc eÐnai h epag¸menh apì thn fusik  topologÐa sto sÔnolo twn pragmatik¸n

arijm¸n R. (Merikèc forèc forèc ja anaferìmaste sthn epag¸menh topologÐa

aut¸n twn sunìlwn me ton prosdiorismì �fusik  topologÐa�.)

Ask seic 4.1

1. 'Estw X = {a, b, c, d, e} kai τ = {X,Ø, {a}, {a, b}, {a, c, d}, {a, b, c, d}, {a, b, e}}. Parajèste
ta stoiqeÐa twn epag¸menwn topologi¸n τ Y sto sÔnolo Y = {a, c, e} kai τ Z
sto Z = {b, c, d, e}.

2. Na perigrafeÐ h epag¸menh topologÐa sto sÔnolo N, twn jetik¸n akeraÐwn,
mèsw thc EukleÐdeiac TopologÐac sto sÔnolo R.

3. Na gr�yete mia b�sh gia thn sun jh topologÐa gia ta akìlouja sÔnola:

(i) [a, b), ìpou a < b,

(ii) (a, b], ìpou a < b,

(iii) (−∞, a],

(iv) (−∞, a),

(v) (a,∞),

(vi) [a,∞).

[Bo jhma: SumbouleuteÐte ta paradeÐgmata 4.1.4 kai 4.1.5.]

4. 'Estw A ⊆ B ⊆ X kai X ènac q¸roc efodiasmènoc me thn topologÐa τ .
'Estw τ B h epag¸menh topologÐa sto B. Epiplèon, èstw τ 1 h epag¸menh

topologÐa sto A, apì thn τ , kai τ 2 h epag¸menh topologÐa sto A, apì thn

τ B. Na apodeiqjeÐ ìti τ 1 = T2. ('Ara, ènac upìqwroc enìc upoq¸rou eÐnai

kai o Ðdioc upìqwroc tou arqikoÔ q¸rou.)

5. 'Estw (Y,τ Y ) ènac upìqwroc enìc q¸rou (X,τ ). Na apodeiqjeÐ ìti èna

uposÔnolo Z tou Y eÐnai kleistì ston upìqwro (Y,τ Y ), e�n kai mìnon an

Z = A ∩ Y , ìpou A eÐnai èna kleistì uposÔnolo tou (X,τ ).
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6. Na apodeiqjeÐ ìti k�je upìqwroc enìc diakritikoÔ q¸rou eÐnai diakritikìc

q¸roc.

7. Na apodeiqjeÐ ìti k�je upìqwroc enìc mh diakritikoÔ q¸rou eÐnai mh

diakritikìc q¸roc.

8. Na apodeiqjeÐ ìti o upìqwroc [0, 1]∪[3, 4], tou R, apoteleÐtai apì toul�qiston
4 kleist�noiqta uposÔnola. AfoÔ apanthjeÐ autì to er¸thma, na brejeÐ

pìsa eÐnai akrib¸c ta kleist�noiqta sÔnola.

9. AlhjeÔei ìti k�je upìqwroc enìc sunektikoÔ q¸rou eÐnai kai autìc

sunektikìc?

10. 'Estw (Y,τ Y ) ènac upìqwroc tou topologikoÔ q¸rou (X,τ ). Na apodeiqjeÐ

ìti τ Y ⊆ τ , e�n kai mìnon an Y ∈ τ .

[Bo jhma: UpenjumÐzoume ìti Y ∈ τ Y .]

11. 'Estw A kai B sunektik� uposÔnola enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ). E�n

A ∩B 6= Ø, na apodeiqjeÐ ìti o upìqwroc A ∪B eÐnai sunektikìc.

12. 'Estw (Y,τ 1) ènac upìqwroc enìc T1-q¸rou (X,τ ). Na apodeiqjeÐ ìti o q¸roc

(Y,τ 1) eÐnai epÐshc T1.

13. 'Enac topologikìc q¸roc (X,τ ) lègetai Hausdorff (  alli¸c T2-q¸roc),

e�n dedomènou enìc zeÔgouc diakekrimènwn shmeÐwn a, b sto X, up�rqoun

anoiqt� sÔnola U kai V , ètsi ¸ste a ∈ U , b ∈ V kai U ∩ V = Ø.

(i) Na apodeiqjeÐ ìti o q¸roc R eÐnai Hausdorff.

(ii) Na apodeiqjeÐ ìti k�je diakritikìc q¸roc eÐnai Hausdorff.

(iii) Na apodeiqjeÐ ìti k�je T2-q¸roc eÐnai epÐshc T1-q¸roc.

(iv) Na apodeiqjeÐ ìti to Z me thn peperasmènh-kleist  topologÐa eÐnai

T1-q¸roc, all� den eÐnai T2-q¸roc.

(v) Na apodeiqjeÐ ìti k�je upìqwroc enìc T2-q¸rou eÐnai ènac T2-q¸roc.

14. 'Estw (Y,τ 1) ènac upìqwroc enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ). E�n o q¸roc

(X,τ ) ikanopoieÐ to deÔtero axÐwma thc arijmhsimìthtac, na apodeiqjeÐ ìti

o q¸roc (Y,τ 1) epÐshc ikanopoieÐ to deÔtero axÐwma thc arijmhsimìthtac.
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15. 'Estw a kai b dÔo stoiqeÐa tou R, me a < b. Na apodeiqjeÐ ìti to sÔnolo

[a, b] eÐnai sunektikì.

[Bo jhma: Sthn diatÔpwsh kai thn apìdeixh thc Prìtashc 3.3.3, na

antikatastajeÐ to sÔnolo R apì to di�sthma [a, b].]

16. 'Estw Q to sÔnolo ìlwn twn rht¸n arijm¸n me thn sun jh topologÐa kai

èstw epÐshc P to sÔnolo ìlwn twn �rrhtwn arijm¸n, epÐshc me thn sun jh

topologÐa.

(i) Na apodeiqjeÐ ìti oÔte to sÔnolo Q, oÔte to P, eÐnai diakritikoÐ q¸roi.

(ii) EÐnai to sÔnolo Q   to sÔnolo P sunektikìc q¸roc?

(iii) EÐnai to Q   to P Hausdorff q¸roc?

(iv) EÐnai to sÔnolo Q   to P efodiasmèno me thn peperasmènh-kleist 

topologÐa?

17. 'Enac topologikìc q¸roc (X,τ ) lègetai regular, e�n gia k�je kleistì

uposÔnolo A, tou X, kai gia k�je stoiqeÐo x ∈ X \ A, up�rqoun anoiqt�

sÔnola U kai V , tètoia ¸ste x ∈ U , A ⊆ V , kai U ∩ V = Ø. E�n o (X,τ )

eÐnai regular kai tautoqrìnwc T1, tìte o q¸roc autìc lègetai T3-q¸roc. Na

apodeiqjoÔn oi parak�tw prot�seic.

(i) K�je upìqwroc enìc regular q¸rou eÐnai regular q¸roc.

(ii) Oi q¸roi R, Z, Q, P kai R 2 eÐnai regular q¸roi.

(iii) E�n (X,τ ) eÐnai ènac regular T1-q¸roc, tìte eÐnai epÐshc kai T2-q¸roc.

(iv) H Sorgenfrey eujeÐa eÐnai ènac regular q¸roc.

(v)* 'Estw X to sÔnolo R ìlwn twn pragmatik¸n arijm¸n, kai èstw S = { 1
n

:

n ∈ N}. OrÐzoume èna sÔnolo C ⊆ R wc kleistì, e�n C = A ∪ T , ìpou A

eÐnai kleistì sthn EukleÐdeia topologÐa sto R kai T èna opoiod pote

uposÔnolo tou S. Ta sumplhr¸mata aut¸n twn kleist¸n sunìlwn mac

dÐnoun mia topologÐa τ , ston q¸ro R, h opoÐa ton k�nei Hausdorff all�

ìqi regular.
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4.2 OmoiomorfismoÐ

Ja strafoÔme t¸ra sthn ènnoia thc isodunamÐac topologik¸n q¸rwn. Ja

xekin soume me to parak�tw par�deigma. 'Estw:

X = {a, b, c, d, e}, Y = {g, h, i, j, k},

τ = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}},

kai

τ 1 = {Y,Ø, {g}, {i, j}, {g, i, j}, {h, i, j, k}}.

EÐnai xek�jaro, e�n to dei kaneÐc apì mia diaisjhtik  mati�, ìti o q¸roc (X,τ )

eÐnai �isodÔnamos� tou (Y,τ 1). H sun�rthsh f : X → Y , h opoÐa orÐzetai wc

f(a) = g, f(b) = h, f(c) = i, f(d) = j kai f(e) = k, mac dÐnei aut  thn isodunamÐa. Ja

to parousi�soume t¸ra autì me pio austhrì trìpo.

4.2.1 Orismìc. 'Estw (X,τ ) kai (Y,τ 1) topologikoÐ q¸roi. Oi q¸roi

autoÐ lègontai omoiomorfikoÐ, e�n up�rqei sun�rthsh f : X → Y pou na

ikanopoieÐ tic parak�tw idiìthtec:

(i) h f eÐnai 1-1 (dhlad , f(x1) = f(x2) sunep�getai ìti x1 = x2),

(ii) h f eÐnai epÐ (dhlad , gia k�je y ∈ Y up�rqei x ∈ X, tètoio ¸ste f(x) = y),

(iii) gia k�je U ∈ τ 1, f
−1(U) ∈ τ kai

(iv) gia k�je V ∈ τ , f(V ) ∈ τ 1.

Epiplèon, h apeikìnish f lègetai omoiomorfismìc metaxÔ tou q¸rou (X,τ )

kai tou q¸rou (Y,τ 1). Gr�foume sumbolik� (X,τ ) ∼= (Y,τ 1). �

Ja deÐxoume ìti h sqèsh �∼=� eÐnai mia sqèsh isodunamÐac, kai ja qrhsimopoi soume
autì gia na apodeÐxoume ìti ìla ta anoiqt� diast mata (a, b) eÐnai omoiomorfik�

metaxÔ touc. To Par�deigma 4.2.2 apoteleÐ èna pr¸to b ma wc proc thn

apìdeixh, diìti mac deÐqnei ìti h sqèsh �∼=� eÐnai metabatik .
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4.2.2 Par�deigma. 'Estw (X,τ ), (Y,τ 1) kai (Z,τ 2) treÐc topologikoÐ q¸roi.

E�n (X,τ ) ∼= (Y,τ 1) kai (Y,τ 1) ∼= (Z,τ 2), na apodeiqjeÐ ìti (X,τ ) ∼= (Z, T2).

Apìdeixh.

Mac dÐnetai ìti (X, τ ) ∼= (Y, τ 1), dhlad , mac dÐnetai ìti up�rqei omoiomorfismìc

f : (X, τ )→ (Y, τ 1). Mac dÐnetai epÐshc ìti (Y, τ 1) ∼= (Z, τ 2), dhlad  up�rqei

omoiomorfismìc g : (Y, τ 1) → (Z, τ 2). Prèpei na apodeÐxoume ìti (X, τ ) ∼=
(Z, τ 2), dhlad , prèpei na broÔme ènan omoiomorfismì h : (X, τ ) → (Z, τ 2).

Ja apodeÐxoume ìti h sÔnjeth apeikìnish g◦f : X → Z eÐnai o zhtoÔmenoc

omoiomorfismìc.

Efìson eÐnai (X,τ ) ∼= (Y,τ 1) kai (Y,τ 1) ∼= (Z,τ 2), ja up�rqoun omoiomorfismoÐ

f : (X, T )→ (Y,τ 1) kai g : (Y,τ 1)→ (Z,τ 2). 'Estw h sÔnjeth apeikìnish g ◦f : X → Z.

[Opìte, g ◦ f(x) = g(f(x)), gia k�je x ∈ X.] EÐnai sqetik� eÔkolo (upìjesh

routÐnac) na apodeÐxei kaneÐc ìti h sun�rthsh g ◦ f eÐnai èna-proc -èna kai

epÐ. T¸ra, èstw U ∈ τ 2. Tìte, epeid  h g eÐnai omoiomorfismìc, ja èqoume

ìti g−1(U) ∈ τ 1. Qrhsimopoi¸ntac to gegonìc ìti h f eÐnai omoiomorfismìc,

sun�goume ìti f−1(g−1(U)) ∈ τ . 'Omwc, f−1(g−1(U)) = (g ◦ f)−1(U). 'Ara, h sun�rthsh

g ◦ f ikanopoieÐ thn idiìthta (iii), tou OrismoÔ 4.2.1. T¸ra, èstw V ∈ τ . Tìte,
f(V ) ∈ T1 kai opìte g(f(V )) ∈ τ 2. Dhlad , g ◦ f(V ) ∈ τ 2 kai ètsi blèpoume ìti

h g ◦ f ikanopoieÐ thn idiìthta (iv), tou OrismoÔ 4.2.1. 'Ara, h g ◦ f eÐnai ènac

omoiomorfismìc. �

4.2.3 Parat rhsh. To Par�deigma 4.2.2 mac deÐqnei ìti h sqèsh �∼=� eÐnai mia
metabatik  dimel c sqèsh. EÐnai eÔkolo de na apodeiqjeÐ ìti eÐnai mia sqèsh

isodunamÐac. Dhlad :

(i) (X,τ ) ∼= (X,τ ) (Anaklastik );

(ii) (X,τ ) ∼= (Y,τ 1) sunep�getai (Y,τ 1) ∼= (X,τ ) (Summetrik );

[ParathroÔme ìti e�n h sun�rthsh f : (X,τ )→ (Y,τ 1) eÐnai omoiomorfismìc,

tìte h antÐstrof  thc

f−1 : (Y,τ 1)→ (X,τ ) ja eÐnai epÐshc omoiomorfismìc.]
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(iii) (X,τ ) ∼= (Y,τ 1) kai (Y,τ 1) ∼= (Z,τ 2) sunep�getai (X,τ ) ∼= (Z,τ 2) (Metabatik ).

�

Ta epìmena trÐa paradeÐgmata mac deÐqnoun ìti ìla ta anoiqt� diast mata

sto R eÐnai omoiomorfik�. To M koc den apoteleÐ topologik  idiìthta. Pio

sugkekrimèna, èna anoiqtì di�sthma peperasmènou m kouc, ìpwc to (0, 1), eÐnai

omoiomorfikì me èna di�sthma apeÐrou m kouc, ìpwc to (−∞, 1) kai, pr�gmati,

ìla ta anoiqt� diast mata eÐnai omoiomorfik� tou R.

4.2.4 Par�deigma. Na apodeiqjeÐ ìti k�je dÔo mh ken� anoiqt� diast mata

(a, b) kai (c, d) eÐnai omoiomorfik�.

PerÐgramma Apìdeixhc.

Apì thn Parat rhsh 4.2.3 blèpoume ìti arkeÐ na deÐxoume ìti to

di�sthma (a, b) eÐnai omoiomorfikì tou (0, 1) kai to di�sthma (c, d) eÐnai

omoiomorfikì me to (0, 1). 'Omwc, efìson ta a kai b eÐnai aujaÐreta

(ektìc apì to ìti orÐzoume a < b), e�n to (a, b) eÐnai omoiomorfikì

tou (0, 1), tìte to (c, d) ja eÐnai epÐshc omoiomorfikì tou (0, 1). Gia

na apodeÐxoume ìti to (a, b) eÐnai omoiomorfikì tou (0, 1) eÐnai arketì na

broÔme ènan omoiomorfismì f : (0, 1)→ (a, b).

'Estw a, b ∈ R me a < b kai èstw h sun�rthsh f : (0, 1) → (a, b), h opoÐa dÐdetai

apì ton tÔpo f(x) = a(1− x) + bx.
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EÐnai xek�jaro ìti h f : (0, 1) → (a, b) eÐnai 1-1 kai epÐ. EÐnai epÐshc xek�jaro

apì to di�gramma ìti h eikìna, wc proc thn f , enìc opoioud pote anoiqtoÔ
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diast matoc sto (0, 1) ja eÐnai èna anoiqtì di�sthma sto (a, b). Dhlad ,

f(anoiqtoÔ diast matoc sto (0, 1)) = anoiqtì di�sthma sto (a, b). Wstìso, k�je

anoiqtì sÔnolo sto (0, 1) ja eÐnai ènwsh anoiqt¸n diasthm�twn sto (0, 1), �ra

f(anoiqtì sunìlou sto (0, 1)) = f(ènwsh anoiqt¸n diasthm�twn sto (0, 1))

= ènwsh anoiqt¸n diasthm�twn sto (a, b)

= anoiqtì sÔnolo sto (a, b).

Opìte, h sunj kh (iv), tou OrismoÔ 4.2.1, ikanopoieÐtai. 'Omoia, blèpoume ìti

to sÔnolo f−1 (anoiqtì sÔnolo sto (a, b)) eÐnai èna anoiqtì sÔnolo sto (0, 1).

Opìte, h sunj kh (iii) tou OrismoÔ 4.2.1 ikanopoieÐtai epÐshc. ['Askhsh: Na

grafeÐ prosektik� h parap�nw apìdeixh.] 'Ara, h f eÐnai ènac omoiomorfismìc

kai (0, 1) ∼= (a, b), gia k�je a, b ∈ R me a < b. Apì ta parap�nw èpetai �mesa ìti

(a, b) ∼= (c, d), ìpwc ezhteÐto. �

4.2.5 Par�deigma. Na apodeiqjeÐ ìti o q¸roc R eÐnai omoiomorfikìc tou

anoiqtoÔ diast matoc (−1, 1), me thn sun jh topologÐa.

PerÐgramma Apìdeixhc. Na oristeÐ mia sun�rthsh f : (−1, 1)→ R, me tÔpo

f(x) =
x

1− | x |
.

Profan¸c h f eÐnai 1-1 kai epÐ, ìpwc èqoume  dh dei, kai mia diagrammatik 

prosèggish, ìpwc sto Par�deigma 4.2.4, mac deÐqnei ìti h f eÐnai omoiomorfismìc.
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['Askhsh: Na grafteÐ analutik� h apìdeixh thc prìtashc ìti h f eÐnai

omoiomorfismìc.]

4.2.6 Par�deigma. Na apodeiqjeÐ ìti k�je anoiqtì di�sthma (a, b), me a < b,

eÐnai omoiomorfikì tou sunìlou R.

Apìdeixh. H apìdeixh èpetai apì ta ParadeÐgmata 4.2.5, 4.2.4, kaj¸c kai apì

thn Parat rhsh 4.2.3. �

4.2.7 Parat rhsh. MporeÐ na apodeiqjeÐ, kat� parìmoio trìpo, ìti k�je

dÔo diast mata [a, b] kai [c, d], me a < b kai c < d, eÐnai omoiomorfik� metaxÔ touc.�

Ask seic 4.2

1. (i) E�n a, b, c, kai d eÐnai pragmatikoÐ arijmoÐ me a < b kai c < d, na

apodeiqjeÐ ìti [a, b] ∼= [c, d].

(ii) E�n a kai b eÐnai tuqaÐoi pragmatikoÐ arijmoÐ, na apodeiqjeÐ ìti:

(−∞, a] ∼= (−∞, b] ∼= [a,∞) ∼= [b,∞).

(iii) E�n c, d, e kai f eÐnai tuqaÐoi pragmatikoÐ arijmoÐ me c < d kai e < f , na

apodeiqjeÐ ìti:

[c, d) ∼= [e, f) ∼= (c, d] ∼= (e, f ].

(iv) Na apodeiqjeÐ ìti gia opoiousd pote pragmatikoÔc arirjmoÔc a kai b,

ìpou a < b, èqoume ìti:

[0, 1) ∼= (−∞, a] ∼= [a,∞) ∼= [a, b) ∼= (a, b].

2. Na apodeiqjeÐ ìti Z ∼= N

3. 'Estw m kai c pragmatikoÐ arijmoÐ, di�foroi tou mhdenìc, kai èstw X o

upìqwroc tou R2 o opoÐoc èqei thn morf  X = {〈x, y〉 : y = mx + c}. Na

apodeiqjeÐ ìti o q¸roc X eÐnai omoiomorfikìc tou sunìlou R.
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4. (i) 'Estw X1 kai X2 kleistèc perioqèc sto R2, oi opoÐec dÐdontai apì tic

sqèseic:

X1 = {〈x, y〉 : |x| ≤ a1 kai |y| ≤ b1}

kai X2 = {〈x, y〉 : |x| ≤ a2 kai |y| ≤ b2}

ìpou a1, b1, a2 kai b2 eÐnai jetikoÐ pragmatikoÐ arijmoÐ. E�n X1 kai X2 eÐnai

topologikoÐ q¸roi me topologÐec τ 1 kai τ 2 diadoqik�, ston q¸ro R2, na

apodeiqjeÐ ìti X1
∼= X2.

(ii) 'Estw D1 kai D2 dÔo kleistoÐ dÐskoi sto R2, me

D1 = {〈x, y〉 : x2 + y2 ≤ c1}

kai D2 = {〈x, y〉 : x2 + y2 ≤ c2}

ìpou c1 kai c2 eÐnai jetikoÐ pragmatikoÐ arijmoÐ. Na apodeiqjeÐ ìti o

topologikìc q¸roc D1
∼= D2, ìpou oi D1 kai D2 eÐnai efodiasmènoi me

tic topologÐec upoq¸rou.

(iii) Na apodeiqjeÐ ìti X1
∼= D1.

5. 'Estw X1 kai X2 upìqwroi tou R, ìpou X1 = (0, 1) ∪ (3, 4) kai X2 = (0, 1) ∪ (1, 2).

EÐnai X1
∼= X2? (SthrÐxte me epiqeir mata thn ap�nths  sac.)

6. (OmoiomorfismoÐ Om�dwn) 'Estw (X,τ ) ènac tuqaÐoc topologikìc q¸roc

kai èstw G to sÔnolo ìlwn twn omoiomorfism¸n apì ton q¸ro X ston

eautì tou.

(i) Na apodeiqjeÐ ìti to sÔnolo G apoteleÐ om�da me pr�xh thn sÔnjesh

sunart sewn.

(ii) E�n X = [0, 1], na apodeiqjeÐ ìti to sÔnolo G eÐnai �peiro.

(iii) E�n X = [0, 1], eÐnai to G abelian  om�da?

7. 'Estw (X,τ ) kai (Y,τ 1) omoiomorfikoÐ topologikoÐ q¸roi. Na apodeiqjèÐ

ìti:

(i) E�n o (X,τ ) eÐnai ènac T0-q¸roc, tìte o (Y,τ 1) eÐnai T0-q¸roc, epÐshc.
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(ii) E�n o (X,τ ) eÐnai T1-q¸roc, tìte kai o (Y,τ 1) ja eÐnai T1-q¸roc.

(iii) E�n (X,τ ) eÐnai q¸roc Hausdorff, tìte o q¸roc (Y,τ 1) ja eÐnai epÐshc

Hausdorff.

(iv) E�n o q¸roc (X,τ ) ikanopoieÐ to deÔtero axÐwma thc arijmhsimìthtac,

tìte o q¸roc (Y,τ 1) ja ikanopoieÐ epÐshc to deÔtero axÐwma thc

arijmhsimìthtac.

(v) E�n o (X,τ ) eÐnai diaqwrÐsimoc q¸roc, tìte kai o (Y,τ 1) ja eÐnai

diaqwrÐsimoc q¸roc.

8.* 'Estw (X,τ ) diakritikìc q¸roc. Na apodeiqjeÐ ìti o (X,τ ) eÐnai omoiomorfikìc

enìc upoq¸rou tou R, e�n kai mìnon an o X eÐnai arijm simoc.

4.3 Mh OmoiomorfikoÐ Q¸roi

Gia na apodeÐxoume ìti dÔo topologikoÐ q¸roi eÐnai omoiomorfikoÐ, to mìno pou

èqoume na k�noume eÐnai na broÔme ènan omoiomorfismì metaxÔ touc. Apì thn

�llh, gia na apodeÐxoume ìti dÔo topologikoÐ q¸roi den eÐnai omoiomorfikoÐ,

eÐnai sun jwc dÔskolo na apodeiqjeÐ oti den up�rqei omoiomorfismìc metaxÔ

touc. To parak�tw par�deigma mac dÐnei mia mejodologÐa gia erwt mata autoÔ

tou tÔpou.

4.3.1 Par�deigma. Na apodeiqjeÐ ìti to di�sthma [0, 2] den eÐnai omoiomorfikì

me ton upìqwro [0, 1] ∪ [2, 3] tou R.

Apìdeixh. 'Estw (X,τ ) = [0, 2] kai (Y,τ 1) = [0, 1] ∪ [2, 3]. Tìte

[0, 1] = [0, 1] ∩ Y ⇒ [0, 1] eÐnai kleistì sto (Y,τ 1)

[0, 1] = (−1, 1
1

2
) ∩ Y ⇒ [0, 1] eÐnai anoiqtì sto (Y,τ 1)

kai �ra o Y den eÐnai sunektikìc q¸roc, miac kai emperièqei to di�sthma [0, 1]

wc èna gn sio kai mh kenì kleist�noiqto uposÔnolo. 'Estw ìti (X,τ ) ∼= (Y,τ 1).

Tìte, ja up�rqei ènac omoiomorfismìc f : (X,τ )→ (Y,τ 1). 'Ara, f
−1([0, 1]) ja eÐnai

èna kleist�noiqto uposÔnolo tou X, opìte o q¸roc X den ja eÐnai sunektikìc.

'Omwc autì den isqÔei, diìti to di�sthma [0, 2] = X eÐnai sunektikì. (Blèpe

Ask seic 4.1) Opìte, èqoume antÐfash, kai �ra (X,τ ) 6∼= (Y,τ 1). �
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TÐ m�jame loipìn apì autì?

4.3.2 Prìtash. 'Enac topologikìc q¸roc, o opoÐoc eÐnai omoiomorfikìc

me ènan sunektikì q¸ro, ja eÐnai kai autìc sunektikìc. �

H Prìtash 4.3.2 mac deÐqnei ènan trìpo gia to pwc ja mporoÔse na

apodeiqjeÐ ìti dÔo topologikoÐ q¸roi den eÐnai omoiomorfikoÐ . . . me to na

broÔme mia idiìthta h opoÐa na �diathreÐtai mèsw omoiomorfism¸n�, thn opoÐa

o ènac q¸roc plhreÐ kai o �lloc den plhreÐ.

'Eqoume sunant sei arketèc idiìthtec, oi opoÐec �diathroÔntai mèsw omoio-

morfism¸n�, metaxÔ twn ask sewn:

(i) T0-q¸roc,

(ii) T1-q¸roc,

(iii) T2-q¸roc   q¸roc Hausdorff,

(iv) q¸roc regular,

(v) T3-q¸roc,

(vi) ikanopoieÐ to deÔtero axÐwma arijmhsimìthtac,

(vii) diaqwrÐsimoc q¸roc. [DeÐte tic Ask seic 4.2, Par�grafoc 7.]

Up�rqoun kai �llec idiìthtec:

(viii) diakritikìc q¸roc,

(ix) mh diakritikìc q¸roc,

(x) peperasmènh-kleist  topologÐa,

(xi) arijm simh-kleist  topologÐa.
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'Ara, mèqri stigm c, mazÐ me ton ìro sunektikìthta gnwrÐzoume d¸deka idiìthtec

pou diathroÔntai mèsw omoiomorfism¸n. Epiprìsjeta, dÔo q¸roi (X,τ ) kai

(Y,τ 1) den dÔnantai na eÐnai omoiomorfikoÐ e�n X kai Y èqoun diaforetikoÔc

plhjarÐjmouc (p.q. to X eÐnai arijm simo sÔnolo kai to Y mh arijm simo)  

e�n τ kai τ 1 èqoun diaforetikoÔc plhjarÐjmouc. 'Ara, ìtan èqoume na lÔsoume

èna sugkekrimèno prìblhma, eÐnai polÔ pijanì na mhn èqoume tic plhroforÐec

pou qreiazìmaste. FereipeÐn, ìtan prèpei na deÐxoume ìti to di�sthma (0, 1)

den eÐnai omoiomorfikì tou [0, 1]   to sÔnolo R den eÐnai omoiomorfikì tou

R2. Ja doÔme parak�tw ènan trìpo antimet¸pishc tètoiwn problhm�twn. Prin

proqwr soume p�nw se autì, ja dieujet soume pr¸ta to akìloujo er¸thma:

poioÐ upoq¸roi tou R eÐnai sunektikoÐ?

4.3.3 Orismìc. 'Ena uposÔnolo S, tou R, lègetai di�sthma, e�n

ikanopoieÐ thn ex c idiìthta: e�n x ∈ S, z ∈ S, kai y ∈ R eÐnai tètoia ¸ste

x < y < z, tìte y ∈ S.

4.3.4 Parathr seic. ParathroÔme ta ex c:

(i) K�je monosÔnolo {x} eÐnai di�sthma.

(ii) K�je di�sthma mporeÐ na grafeÐ me ènan apì touc ex c trìpouc: {a}, [a, b],
(a, b), [a, b), (a, b], (−∞, a), (−∞, a], (a,∞), [a,∞), (−∞,∞).

(iii) 'Epetai apì to Par�deigma 4.2.6, thn Parat rhsh 4.2.7 kai tic Ask seic 4.2

#1, ìti k�je di�sthma eÐnai omoiomorfikì, antistoÐqwc, twn (0, 1), [0, 1], [0, 1)

  tou {0}. Stic Ask seic 4.3 #1 mac dÐnetai h eukairÐa na uposthrÐxoume

k�ti isqurìtero.

4.3.5 Prìtash. 'Enac upìqwroc S tou R eÐnai sunektikìc, e�n kai mìnon

an eÐnai di�sthma.

Apìdeixh. 'Oti to k�je di�sthma eÐnai sunektikì mporeÐ na apodeiqjeÐ me

parìmoio trìpo ìpwc apodeÐqjhke h Prìtash 3.3.3, antikajist¸ntac to R, se
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ìla ta shmeÐa thc apìdeixhc, me to di�sthma tou opoÐou jèloume na apodeÐxoume

thn sunektikìthta. AntÐstrofa, èstw to S sunektikì. 'Estw x ∈ S, z ∈ S,

x < y < z kai y /∈ S. Tìte, (−∞, y)∩S = (−∞, y]∩S ja eÐnai èna anoiqtì kai kleistì

ÔposÔnolo tou S. 'Ara, to S ja èqei èna kleist�noiqto uposÔnolo, to (−∞, y)∩S.
Gia na deÐxoume ìti to S den eÐnai sunektikì, arkeÐ na exet�soume ìti autì to

kleist�noiqto sÔnolo eÐnai austhr� uposÔnolo tou S, dhlad  den mporeÐ na

isoÔtai me to S, kai eÐnai epÐshc mh kenì. To ìti eÐnai mh kenì, ofeÐletai

sto ìti emperièqei to x. EpÐshc, eÐnai austhrì uposÔnolo, diìti z ∈ S, ma

z /∈ (−∞, y)∩ S. 'Ara, to S den eÐnai sunektikì, kai autì mac odhgeÐ se antÐfash.

'Ara, to S ja eÐnai di�sthma. Blèpoume loipìn xek�jara, apì ta ìsa èqoume

pei mèqri stigm c, ton lìgo gia ton opoÐo uiojet jhke o ìroc �sunektikìthta�

(�sun�feia� sta palaiìtera biblÐa). Upìqwroi tou R, ìpwc oi [a, b], (a, b), klp.

eÐnai sunektikoÐ, en¸ upìqwroi ìpwc o X = [0, 1]∪ [2, 3]∪ [5, 6], oi opoÐoi apoteloÔn

ènwsh mh sunektik¸n kommati¸n, den eÐnai sunektikoÐ. Ac epistrèyoume t¸ra

sto prìblhma (0, 1) 6∼= [0, 1]. Katarq�c, ja parousi�soume mia fainomenik� eÔkolh

parat rhsh.

4.3.6 Parat rhsh. 'Estw f : (X,τ ) → (Y,τ 1) ènac omoiomorfismìc. 'Estw

a ∈ X, ètsi ¸ste o q¸roc X \ {a} na eÐnai upìqwroc tou X me thn epag¸mhnh

topologÐa τ 2. O q¸roc Y \{f(a)} ja eÐnai epÐshc upìqwroc tou Y , me epag¸menh

topologÐa τ 3. Tìte, o (X \ {a},τ 2) ja eÐnai omoiomorfikìc tou (Y \ {f(a)},τ 3).

PerÐgramma Apìdeixhc. OrÐzoume g : X \ {a} → Y \ {f(a)} me g(x) = f(x), gia k�je

x ∈ X \ {a}. EÔkola epalhjeÔetai ìti h apeikìnish g eÐnai omoiomorfismìc

(�skhsh gia ton anagn¸sth). Wc �meso epakìloujo twn proanaferjèntwn,

èqoume to parak�tw:

4.3.7 Sumpèrasma. E�n a, b, c kai d eÐnai pragmatikoÐ arijmoÐ, me a < b

kai c < d, tìte:

(i) (a, b) 6∼= [c, d),

(ii) (a, b) 6∼= [c, d] kai

(iii) [a, b) 6∼= [c, d].
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Apìdeixh. (i) 'Estw (X,τ ) = [c, d) kai (Y,τ 1) = (a, b). Upojètoume ìti (X,τ ) ∼=
(Y,τ 1). Tìte, X\{c} ∼= Y \{y}, gia k�poio y ∈ Y . 'Omwc, to sÔnolo X\{c} = (c, d) eÐnai

di�sthma, opìte eÐnai sunektikì, en¸ adi�fora apì to pio shmeÐo afairoÔme apì

to (a, b), o q¸roc pou apomènei eÐnai mh sunektikìc. 'Ara, apì thn Prìtash 4.3.2

èqoume ìti:

X \ {c} 6∼= Y \ {y}, gia k�je y ∈ Y.

Autì profan¸c apoteleÐ antÐfash. 'Ara, [c, d) 6∼= (a, b). (ii) To di�sthma [c, d] \ {c}
eÐnai sunektikì, en¸ to (a, b) \ {y} den eÐnai sunektikì, gia k�je y ∈ (a, b). 'Ara,

(a, b) 6∼= [c, d]. (iii) Upojètoume ìti [a, b) ∼= [c, d]. Tìte, [c, d] \ {c} ∼= [a, b) \ {y}, gia
k�poio y ∈ [a, b). Opìte, ([c, d] \ {c}) \ {d} ∼= ([a, b) \ {y}) \ {z}, gia k�poio z ∈ [a, b) \ {y};
dhlad , (c, d) ∼= [a, b) \ {y, z}, gia k�poia diakrit� y kai z sto [a, b). 'Omwc, to (c, d)

eÐnai sunektikì, en¸ to [a, b) \ {y, z}, gia opoiad pote dÔo diakrit� shmeÐa y kai

z sto [a, b), eÐnai mh sunektikì. 'Ara èqoume antÐfash. Opìte, [a, b) 6∼= [c, d]. �

Ask seic 4.3

1. Na apodeiqjeÐ, apì ta parap�nw, ìti k�je di�sthma eÐnai omoiomorfikì

enìc kai mìnon enìc twn parak�tw q¸rwn:

{0}, (0, 1), [0, 1], [0, 1).

2. Na apodeiqjeÐ, apì thn Prìtash 4.3.5, ìti k�je arijm simoc upìqwroc tou

R, me parap�nw apì èna stoiqeÐa, eÐnai mh sunektikìc. (Sugkekrimèna, oi

q¸roi Z kai Q eÐnai mh sunektikoÐ.)

3. 'Estw X o monadiaÐoc kÔkloc sto R2; dhlad , X = {〈x, y〉 : x2 + y2 = 1} kai o X

eÐnai efodiasmènoc me thn topologÐa tou upoq¸rou.

(i) Na apodeiqjeÐ ìti X \ {〈1, 0〉} eÐnai q¸roc omoiomorfikìc tou anoiqtoÔ

diast matoc (0, 1).

(ii) Na deiqjeÐ ìti X 6∼= (0, 1) kai ìti X 6∼= [0, 1].
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(iii) AfoÔ parathrhjeÐ pr¸ta ìti gia k�je stoiqeÐo a ∈ X, o upìqwroc X \{a}
eÐnai sunektikìc, na apodeiqjeÐ ìti X 6∼= [0, 1).

(iv) Na apodeiqjeÐ ìti o X den eÐnai omoiomorfikìc me k�poio di�ssthma.

4. 'Estw Y o upìqwroc tou R2, o opoÐoc orÐzetai wc ex c:

Y = {〈x, y〉 : x2 + y2 = 1} ∪ {〈x, y〉 : (x− 2)2 + y2 = 1}

(i) EÐnai o Y omoiomorfikìc tou q¸rou X thc Ask sewc 3 parap�nw?

(ii) EÐnai o Y omoiomorfikìc q¸roc me èna di�sthma?

5. 'Estw Z ènac upìqwroc tou R2 o opoÐoc orÐzetai wc:

Z = {〈x, y〉 : x2 + y2 = 1} ∪ {〈x, y〉 : (x− 3/2)2 + y2 = 1}.

Na apodeiqjeÐ ìti

(i) O Z den eÐnai omoiomorfikìc enìc diast matoc kai

(ii) O Z den eÐnai omoiomorfikìc tou q¸rou X   tou Y , q¸roi oi opoÐoi

perigr�fikan stic Ask seic 3 kai 4 parap�nw.

6. Na apodeiqjeÐ ìti h eujeÐa Sorgenfrey den eÐnai omoiomorfik  twn q¸rwn

R, R 2, h opoioud pote upoq¸rou aut¸n.

7. (i) Na apodeiqjeÐ ìti o topologikìc q¸roc stic Ask seic 1.1 #5 (i) den

eÐnai omoiomorfikìc tou q¸rou twn Ask sewn 1.1 #9 (ii).

(ii)* Stic ask seic 1.1 #5, eÐnai (X,τ 1) ∼= (X,τ 2)?

(iii)* Stic ask seic 1.1 # 9, eÐnai (X,τ 2) ∼= (X,τ 9)?

8. 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc, ìpou X eÐnai èna �peiro sÔnolo. Na

apodeiqjeÐ h kajemÐa apì tic akìloujec Prot�seic (oi opoÐec apodeÐqjhkan

gia pr¸th for� apì touc John Ginsburg kai Bill Sands).

(i)* O q¸roc (X,τ ) èqei mia upìbash omoiomorfik  tou (N,τ 1), ìpou eÐth h

τ 1 eÐnai h mh diakritik  topologÐa eÐte o q¸rosic the indiscrete (N,τ 1)

eÐnai T0.
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((ii)** 'Estw (X,τ ) ènac T1-q¸roc. Tìte, o (X,τ ) ja èqei ènan upìqwro

omoiomorfikì tou (N,τ 2), ìpou h τ 2 eÐnai eÐteh h peperasmènh-kleist 

topologÐa eÐte h diakritik  topologÐa.

(iii) Na sun�gete, apì thn (ii), ìti k�je �peiroc q¸roc Hausdorff perièqei

ènan �peiro diakritikì upìqwro, oìte kai eÐnai omoiomorfikìc tou

sunìlou N me thn diakritik  topologÐa.

(iv)** 'Estw (X,τ ) ènac T0-q¸roc, o opoÐoc den eÐnai T1-q¸roc. Tìte, o (X,τ )

ja èqei ènan upìqwro omoiomorfikì tou (N,τ 1), ìpou h τ 3 apoteleÐtai

apì ta sÔnola N, Ø, kai apì ìla ta sÔnola {1, 2, . . . , n}, n ∈ N   alli¸c

to τ 3 apoteleÐtai apì ta N, Ø, kai apì ìla ta sÔnola {n, n+1, . . . }, n ∈ N.

(v) Apì ta parap�nw, na sun�gete ìti k�je �peiroc topologikìc q¸roc

èqei ènan upìqwro omoiomorfikì tou (N,τ 4), ìpou τ 4 eÐnai h mh diakritik 

topologÐa, h diakritik  topologÐa, h peperasmènh-kleist  topologÐa

  mÐa apì tic dÔo topologÐec pou perigr�yame sto (iv), gnwst  wc

topologÐa arqikoÔ eujÔ grammou tm matoc kai topologÐa telikoÔ

eujÔgrammou tm matoc, antistoÐqwc. Epiprìsjeta, kamÐa apì autèc

tic pènte topologÐec sto N den eÐnai omoiomorfik  me thn �llh.

9. 'Estw (X,τ ) kai (Y,τ 1) dÔo topologikoÐ q¸roi. Mia apeikìnish f : X → Y

lègetai topikìc omoiomorfismìc, e�n k�je shmeÐo x ∈ X èqei mia anoiqt 

perioq  U , tètoia ¸ste h f na antistoiqeÐ thn U omoiomorfik� se ènan

anoiqtì upìqwro V tou (Y,τ 1); dhlad , e�n h topologÐa pou par�getai

sthn perioq  U apì thn τ eÐnai h τ 2 kai h topologÐa pou par�getai sthn

perioq  V = f(U) apì thn τ 1 eÐnai h τ 3, tìte h apeikìnish f ja eÐnai ènac

omoiomorfismìc apì ton q¸ro (U,τ 2) ston q¸ro (V,τ 3). O topologikìc

q¸roc (X,τ ) lègetai topik� omoiomorfikìc me ton (Y,τ 1), e�n up�rqei ènac

topikìc omoiomorfismìc apì ton (X,τ ) ston (Y,τ 1).

(i) E�n oi q¸roi (X,τ ) kai (Y,τ 1) eÐnai omoiomorfikoÐ, na apodeiqjeÐ ìti

o (X,τ ) eÐnai topik� omoiomorfikìc tou (Y,τ 1).

(ii) E�n (X,τ ) eÐnai ènac anoiqtìc upìqwroc tou (Y,τ 1), na apodeiqjeÐ ìti

o (X,τ ) eÐnai topik� omoiomorfikìc tou (Y,τ 1).
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(iii)* Na apodeiqjeÐ ìti e�n f : (X,τ )→ (Y,τ 1) eÐnai ènac topikìc omoiomorfismìc,

tìte h apeikìnish f antistoiqeÐ k�je anoiqtì uposÔnolo tou (X,τ ) se

èna anoiqtì uposÔnolo tou (Y,τ 1).

4.4 Usterìgrafo

Up�rqoun treÐc shmantikoÐ trìpoi, gia na dhmiourg sei kaneÐc nèouc

topologikoÔc q¸rouc apì palaiìterouc: me thn kataskeu  upoq¸rwn, me

ginìmena kai me q¸rouc phlÐka. Ja exet�soume kai touc treic trìpouc

me leptomèreia. Sto parìn kef�laio, melet same ton pr¸to trìpo. Autì

mac epètreye na parousi�soume touc shmantikoÔc q¸rouc Q, [a, b], (a, b), k.lp.

OrÐsame epÐshc thn kentrik  ènnoia tou omoiomorfismoÔ. Parathr same ìti

h sqèsh �∼=� eÐnai mia sqèsh isodunamÐac . Mia idiìthta lègetai topologik ,

e�n diathreÐtai mèsw omoiomorfism¸n. Dhlad , e�n (X, T ) ∼= (Y,τ 1) kai o q¸roc

(X,τ ) fèrei mia idiìthta, tìte kai o q¸roc (Y, T1) ja fèrei aut  thn idiìthta. H

sunektikìthta, ìpwc eÐdame, eÐnai mia topologik  idiìthta. 'Ara, k�je q¸roc

omoiomorfikìc enìc sunektikoÔ q¸rou eÐnai sunektikìc. (Melet same kai ènan

arijmì topologik¸n idiot twn, pou phg�zoun apì thn sunektikìthta.) OrÐsame

thn ènnoia tou diast matoc sto sÔnolo R, twn pragmatik¸n arijm¸n, kai

deÐxame ìti ta diast mata eÐnai akrib¸c ta sunektik� uposÔnola tou sunìlou

R. Dedomènwn dÔo topologik¸n q¸rwn (X,τ ) kai (Y,τ 1) eÐnai èna endiafèron

prìblhma na dei kaneÐc e�n eÐnai omoiomorfikoÐ metaxÔ touc   ìqi. ApodeÐxame

ìti k�je di�sthma sto R eÐnai omoiomorfikì akrib¸c en¸c ek twn diasthm�twn

[0, 1], (0, 1), [0, 1) kai {0}. Sto epìmeno Kef�laio ja deÐxoume ìti to sÔnolo R,
me thn fusik  tou topologÐa, den eÐnai omoiomorfikì tou R2. 'Ena pio dÔskolo

prìblhma eÐnai na deÐxoume ìti to R2 den eÐnai omoiomorfikì tou R3. Autì ja

to doÔme argìtera, me thn bo jeia to jewr matoc kampÔlhc tou Jordan. 'Opwc

kai na 'qei, to crème de la crème eÐnai to gegonìc ìti Rn ∼= Rm, e�n kai mìnon an

n = m. Mia kalÔterh prosèggish autoÔ gÐnetai mèsw algebrik c topologÐac,

èna antikeÐmeno pou mìlic aggÐzoume se autì to biblÐo. Stic Ask seic 4.2

#6 parousi�same thn ènnoia thc om�dac omoiomorfism¸n, h opoÐa apoteleÐ
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xeqwristì antikeÐmeno apì mình thc.



Kef�laio 5

SuneqeÐc ApeikonÐseic

Eisagwg 

Stouc perissìterouc kìmbouc twn jewrhtik¸n majhmatik¸n meletoÔme ontìthtec

pou sthn JewrÐa Kathgori¸n kaloÔntai �antikeÐmena� kai �morfismoÐ�. Sthn

Grammik  'Algebra, ta antikeÐmena eÐnai dianusmatikoÐ q¸roi kai oi morfismoÐ

grammikoÐ metasqhmatismoÐ. Sthn JewrÐa Om�dwn ta antikeÐmena eÐnai om�dec

kai oi morfismoÐ lègontai omoiomorfismoÐ, en¸ sthn JewrÐa Sunìlwn ta

antikeÐmena eÐnai sÔnola kai oi morfismoÐ sunart seic. Sthn TopologÐa ta

antikeÐmena eÐnai topologikoÐ q¸roi. Sthn TopologÐa, ta antikeÐmena eÐnai

oi topologikoÐ q¸roi kai oi morfismoÐ oi suneqeÐc apeikonÐseic, pou ja

parousi�soume parak�tw.

5.1 SuneqeÐc ApeikonÐseic

O anagn¸sthc eÐnai  dh exoikeiwmènoc1 me thn ènnoia thc suneqoÔc sun�rthshc

apì to sÔnolo R sto R.

Mia sun�rthsh f : R → R lègetai suneq c, e�n gia k�je a ∈ R kai gia k�je

jetikì pragmatikì arijmì ε, up�rqei ènac jetikìc pragmatikìc arijmìc δ, ètsi

¸ste | x− a |< δ na sunep�getai | f(x)− f(a) |< ε.

Den eÐnai kajìlou xek�jaro pwc na genikeujeÐ autìc o Orismìc se genikoÔc

1
Σε αυτό το κεφάλαιο θεωρήσαμε ότι ο αναγνώστης έχει κάποιες βάσεις στην Πραγματική

Ανάλυση και, συγκεκριμένα, στον ορισμό ε–δ της Συνέχειας. Στην περίπτωση που κάτι τέτοιο

δεν συμβαίνει, προτείνουμε την απευθείας ανάγνωση του Ορισμού 5.1.3.

114
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topologikoÔc q¸rouc, ìpou den ufÐstatai h ènnoia thc �apolÔtou tim c �  

thc �afaÐreshc �. Ja prèpei loipìn na broÔme ènan enallaktikì kai isodÔnamo

orismì gia thn sunèqeia, o opoÐoc ja afor� se genikìterouc q¸rouc.

EÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti h apeikìnish f : R → R eÐnai suneq c, e�n

kai mìnon an gia k�je a ∈ R kai gia k�je di�sthma (f(a)− ε, f(a) + ε), ìpou ε > 0,

up�rqei δ > 0, tètoio ¸ste f(x) ∈ (f(a)− ε , f(a) + ε), gia k�je x ∈ (a− δ , a+ δ).

O parap�nw orismìc apoteleÐ mia beltiwmènh diatÔpwsh thc sunèqeiac

sun�rthshc, diìti den perilamb�nei thn ènnoia thc �apolÔtou tim c �,

exakolouj¸ntac wstìso na perilamb�nei thn �afaÐresh�. To L mma pou akoloujeÐ

mac deÐqnei ton trìpo apallag c apì thn afaÐresh.

5.1.1 L mma. 'Estw f mia sun�rthsh apì to sÔnolo R ston eautì tou.

H f ja eÐnai suneq c, e�n kai mìnon an gia k�je a ∈ R kai gia k�je anoiqtì

sÔnolo U , to opoÐo perièqei to f(a), up�rqei èna anoiqtì sÔnolo V to opoÐo

perièqei to a, ètsi ¸ste f(V ) ⊆ U .

Apìdeixh. 'Estw f suneq c. 'Estw a ∈ R kai èstw epÐshc U èna anoiqtì

sÔnolo pou perièqei to f(a). Tìte, ja up�rqoun pragmatikoÐ arijmoÐ c kai d,

tètoioi ¸ste f(a) ∈ (c, d) ⊆ U . Jètoume ε na isoÔtai me ton mikrìtero ek twn dÔo

arijm¸n d− f(a) kai f(a)− c, ètsi ¸ste:

(f(a)− ε , f(a) + ε) ⊆ U.

Efìson h apeikìnish f eÐnai suneq c, ja up�rqei èna δ > 0, tètoio ¸ste

f(x) ∈ (f(a) − ε , f(a) + ε), gia k�je x ∈ (a − δ , a + δ). 'Estw V èna anoiqtì sÔnolo

(a− δ , a+ δ). Tìte, a ∈ V kai f(V ) ⊆ U , ìpwc zhteÐto.

Antistrìfwc, jewroÔme ìti gia k�je a ∈ R kai gia k�je anoiqtì sÔnolo

U , to opoÐo perièqei to f(a), na up�rqei èna anoiqtì sÔnolo V pou perièqei to

a, tètoio ¸ste f(V ) ⊆ U . Prèpei na deÐxoume ìti h f eÐnai suneq c apeikìnish.

'Estw loipìn a ∈ R kai ε ènac opoiosd pote jetikìc pragmatikìc arijmìc. 'Estw

U = (f(a) − ε , f(a) + ε). Tìte, to U ja eÐnai èna anoiqtì sÔnolo pou perièqei to

f(a). 'Ara, ja up�rqei èna anoiqtì sÔnolo V pou perièqei to a, tètoio ¸ste

f(V ) ⊆ U . Epeid  to V eÐnai èna anoiqtì sÔnolo pou perièqei to a, ja up�rqoun
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pragmatikoÐ arijmoÐ c kai d, tètoioi ¸ste a ∈ (c, d) ⊆ V . 'Estw to δ isoÔtai me

ton mikrìtero apì touc dÔo arijmoÔc d− a kai a− c, ètsi ¸ste (a− δ , a + δ) ⊆ V .

Tìte, gia k�je x ∈ (a − δ , a + δ), f(x) ∈ f(V ) ⊆ U , ìpwc zhteÐto. 'Ara, h f eÐnai

suneq c. �

Ja mporoÔsame na qrhsimopoi soume thn idiìthta pou perigr�yame sto

L mma 5.1.1 gia na orÐsoume thn sunèqeia, ìmwc to l mma pou akoloujeÐ mac

epitrèpei na diatup¸soume ènan perissìtero komyì orismì.

5.1.2 L mma. 'Estw f mia apeikìnish enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ )

se ènan topologikì q¸ro (Y,τ ′). Tìte, oi akìloujec dÔo sunj kec eÐnai

isodÔnamec:

(i) gia k�je U ∈ τ ′, f−1(U) ∈ τ ,

(ii) gia k�je a ∈ X kai gia k�je U ∈ τ ′ ìpou f(a) ∈ U , up�rqei V ∈ τ tètoio

¸ste a ∈ V kai f(V ) ⊆ U .

Apìdeixh. JewroÔme ìti h sunj kh (i) ikanopoieÐtai. 'Estw a ∈ X kai U ∈ τ ′

ìpou f(a) ∈ U . Tìte, f−1(U) ∈ τ . JewroÔme V = f−1(U), kai èqoume ìti a ∈ V, V ∈ τ
kai f(V ) ⊆ U . Opìte, h sunj kh (ii) ja ikanopoieÐtai.

Antistrìfwc, èstw ìti h sunj kh (ii) ikanopoieÐtai. 'Estw U ∈ τ ′. E�n

f−1(U) = Ø, tìte xek�jara f−1(U) ∈ τ . E�n f−1(U) 6= Ø, èstw a ∈ f−1(U). Tìte,

f(a) ∈ U . 'Ara, ja up�rqei V ∈ τ , tètoio ¸ste a ∈ V kai f(V ) ⊆ U . 'Ara, gia k�je

a ∈ f−1(U), ja up�rqei V ∈ τ , tètoio ¸ste a ∈ V ⊆ f−1(U). Apì to Sumpèrasma

3.2.9, autì sunep�getai ìti f−1(U) ∈ τ . 'Ara, h sunj kh (i) ja ikanopoieÐtai. �

Jewr¸ntac tautoqrìnwc ta L mmata 5.1.1 kai 5.1.2, blèpoume ìti f : R→ R
eÐnai suneq c, e�n kai mìnon an gia k�je anoiqtì uposÔnolo U tou R, f−1(U) ja

eÐnai èna anoiqtì sÔnolo.

To parap�nw sumpèrasma mac odhgeÐ ston orismì thc ènnoiac thc suneqoÔc

sun�rthshc metaxÔ dÔo topologik¸n q¸rwn, wc akoloÔjwc:
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5.1.3 Orismìc. 'Estw (X,τ ) kai (Y,τ 1) topologikoÐ q¸roi kai èstw f mia

sun�rthsh apì to X sto Y . H sun�rthsh f : (X,τ )→ (Y,τ 1) lègetai suneq c

apeikìnish, e�n gia k�je U ∈ τ 1, f
−1(U) ∈ τ .

Apì tic parap�nw parathr seic, blèpoume ìti o orismìc thc sunèqeiac

sumpÐptei me ton sun jh orismì pou gnwrÐzoume apì thn An�lush, ìtan (X,τ ) =

(Y,τ 1) = R.

Ja d¸soume t¸ra merik� paradeÐgmata, pou deÐqnoun pìso eÔkoloc sthn

qr sh eÐnai o Orismìc 5.1.3.

5.1.4 Par�deigma. 'Estw f : R→ R mia sun�rthsh, ìpou h f orÐzetai apì ton

tÔpo f(x) = x, gia k�je x ∈ R; dhlad , h f eÐnai h tautotik  sun�rthsh. Tìte,

gia k�je anoiqtì sÔnolo U , sto R, f−1(U) = U , pou eÐnai anoiqtì sÔnolo, opìte

kai h f eÐnai suneq c. �

5.1.5 Par�deigma. 'Estw f : R → R h sun�rthsh me tÔpo f(x) = c, ìpou c

eÐnai mia stajer�, gia k�je x ∈ R. 'Estw U èna anoiqtì sÔnolo sto R. EÐnai

xek�jaro ìti f−1(U) = R, e�n c ∈ U kai Ø, e�n c 6∈ U . Kai stic dÔo peript¸seic,

èqoume ìti f−1(U) eÐnai anoiqtì sÔnolo. 'Etsi, h f eÐnai suneq c. �

5.1.6 Par�deigma. 'Estw f : R→ R h sun�rthsh me tÔpo:

f(x) =

{
x− 1, e�n x ≤ 3
1
2
(x+ 5), e�n x > 3.
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UpenjumÐzoume ìti mia apeikìnish eÐnai suneq c, e�n kai mìnon an h

antÐstrofh eikìna enìc anoiqtoÔ sunìlou eÐnai anoiqtì sÔnolo. 'Ara,

gia na deÐxoume ìti h f den eÐnai suneq c, arkeÐ na broÔme èna sÔnolo

U , tètoio ¸ste f−1(U) na mhn eÐnai anoiqtì sÔnolo.

'Eqoume loipìn, f−1((1, 3)) = (2, 3], to opoÐo den eÐnai anoiqtì sÔnolo. 'Ara, h

f den eÐnai suneq c. �

ParathroÔme ìti to L mma 5.1.2 mporeÐ t¸ra na epanadiatupwjeÐ me ton

akìloujo trìpo.2

5.1.7 Prìtash. 'Estw f mia apeikìnish enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ )

se ènan q¸ro (Y,τ ′). H f ja eÐnai suneq c, e�n kai mìnon �n gia k�je x ∈ X
kai k�je U ∈ τ ′, ìpou f(x) ∈ U , up�rqei V ∈ τ , tètoio ¸ste x ∈ V kai f(V ) ⊆ U .

�

5.1.8 Prìtash. 'Estw (X,τ ), (Y,τ 1) kai (Z,τ 2) dÔo topologikoÐ q¸roi.

E�n f : (X,τ )→ (Y,τ 1) kai g : (Y, T1)→ (Z,τ 2) eÐnai suneqeÐc apeikonÐseic, tìte

h sÔnjes  touc g ◦ f : (X,τ )→ (Z,τ 2) ja eÐnai epÐshc suneq c.

Apìdeixh.

Gia na apodeÐxoume ìti h sÔnjeth apeikìnish g ◦ f : (X, τ ) → (Z, τ 2) eÐnai

suneq c, ja prèpei na deÐxoume ìti e�n U ∈ τ 2, tìte kai (g ◦ f)−1(U) ∈ τ .

'Omwc (g ◦ f)−1(U) = f−1(g−1(U)).

'Estw U èna anoiqtì sÔnolo ston q¸ro (Z,τ 2). Efìson h g eÐnai suneq c,

g−1(U) ja eÐnai anoiqtì sthn topologÐa τ 1. 'Ara, to sÔnolo f−1(g−1(U)) ja eÐnai

anoiqtì sthn τ , epeid  h f eÐnai suneq c. 'Omwc f−1(g−1(U)) = (g ◦ f)−1(U). 'Etsi,

g ◦ f ja eÐnai suneq c. �
2
Εάν δεν έχετε μελετήσει το Λήμμα 5.1.2 και την απόδειξή του, επιβάλλεται να το κάνετε

τώρα!
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To apotèlesma pou akoloujeÐ, deÐqnei ìti h sunèqeia mporeÐ na perigrafeÐ

epÐshc wc proc ta kleist� sÔnola, ektìc twn anoiqt¸n sunìlwn, e�n to

epijumoÔme.

5.1.9 Prìtash. 'Estw (X,τ ) kai (Y,τ 1) dÔo topologikoÐ q¸roi. H

apeikìnish f : (X,τ ) → (Y,τ 1) eÐnai suneq c, e�n kai mìnon an gia k�je

kleistì uposÔnolo S, tou Y, f−1(S) eÐnai kleistì sÔnolo tou X.

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai tetrimmènh, e�n skefteÐ kaneÐc ìti:

f−1(sumpl rwma tou S) = complement of f−1(S). �

5.1.10 Parat rhsh. Oi suneqeÐc apeikonÐseic kai oi omoiomorfismoÐ dièpontai

apì thn ex c sqèsh: e�n f : (X,τ )→ (Y,τ 1) eÐnai ènac omoiomorfismìc, tìte eÐnai

epÐshc kai suneq c apeikìnish. Den sumbaÐnei wstìto to antÐstrofo, dhlad 

den eÐnai k�je suneq c apeikìnish kat' an�gkh omoiomorfismìc.

H parak�tw prìtash, thc opoÐac h apìdeixh èpetai twn orism¸n thc

�sunèqeiac � kai tou �omoiomorfismoÔ�, mac dÐnei mia oloklhrwmènh eikìna.

5.1.11 Prìtash. 'Estw (X,τ ) kai (Y,τ ′) topologikoÐ q¸roi kai f mia

epeikìnish apì ton X ston Y . Tìte, h f ja eÐnai omoiomorfismìc, e�n kai

mìnon an:

(i) h f eÐnai suneq c,

(ii) h f eÐnai 1-1 kai epÐ, dhlad  up�rqei h antÐstrofh thc sun�rthshc

f−1 : Y → X kai

(iii) h f−1 eÐnai suneq c. �

'Ena qr simo apotèlesma eÐnai h Prìtash pou akoloujeÐ, h opoÐa mac lèei

ìti o periorismìc miac suneqoÔc apeikìnishc eÐnai epÐshc suneq c apeikìnish.

Miac kai h apìdeixh eÐnai kajar� teqnik , af netai ston anagn¸sth wc �skhsh

� o anagn¸sthc mporeÐ na sumbouleuteÐ thn 'Askhsh 5.1 #8.
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5.1.12 Prìtash. 'Estw (X,τ ) kai (Y,τ 1) dÔo topologikoÐ q¸roi, f :

(X,τ ) → (Y,τ 1) mia suneq c apeikìnish, A èna uposÔnolo tou X kai τ 2

h epag¸menh topologÐa sto A. Epiplèon, èstw g : (A,τ 2) → (Y,τ 1) o

periorismìc thc f sto A, dhlad , g(x) = f(x), gia k�je x ∈ A. Tìte, h g

eÐnai suneq c.

Ask seic 5.1

1. (i) 'Estw f : (X,τ ) → (Y,τ 1) mia stajer  sun�rthsh. Na deiqjeÐ ìti h f

eÐnai suneq c.

(ii) 'Estw f : (X,τ )→ (X,τ ) h tautotik  apeikìnish. Na apodeiqjeÐ ìti h f

eÐnai suneq c.

2. 'Estw f : R→ R dÐdetai apì ton tÔpo:

f(x) =

{
−1, x ≤ 0

1, x > 0.

(i) Na apodeiqjeÐ ìti h f den eÐnai suneq c, qrhsimopoi¸ntac thn mèjodo

tou ParadeÐgmatoc 5.1.6.

(ii) Na upologisteÐ h f−1{1} kai, qrhsimopoi¸ntac thn Prìtash 5.1.9, na

apodeiqjeÐ ìti h f den eÐnai suneq c.

3. 'Estw f : R→ R dÐdetai apì ton tÔpo:

f(x) =

{
x, x ≤ 1

x+ 2, x > 1.

EÐnai h f suneq c? (Na dikaiologhjeÐ h ap�nths  sac.)

4. 'Estw (X,τ ) o upìqwroc tou R pou orÐzetai wc X = [0, 1] ∪ [2, 4]. 'Estw mia

sun�rthsh f : (X,τ )→ R, pou dÐnetai apì ton tÔpo:

f(x) =

{
1, e�n x ∈ [0, 1]

2, e�n x ∈ [2, 4].

Na apodeiqjeÐ ìti h f eÐnai suneq c. (SkefjeÐte to lÐgo: h ap�nthsh se

aut  thn er¸thsh sac ekpl ssei,   m pwc ìqi?)
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5. 'Estw (X,τ ) kai (Y,τ 1) topologikoÐ q¸roi kai B1 mia b�sh gia thn topologÐa
τ 1. Na apodeiqjeÐ ìti h apeikìnish f : (X,τ )→ (Y,τ 1) eÐnai suneq c, e�n kai

mìnon an f−1(U) ∈ τ , gia k�je U ∈ B1.

6. 'Estw (X,τ ) kai (Y,τ 1) dÔo topologikoÐ q¸roi kai f mia apeikìnish apì to

sÔnolo X sto Y . E�n (X,τ ) eÐnai ènac diakritikìc q¸roc na apodeiqjeÐ ìti

h f eÐnai suneq c.

7. 'Estw (X,τ ) kai (Y,τ 1) topologikoÐ q¸roi kai f mia apeikìnish apì to

sÔnolo X sto Y . E�n (Y,τ 1) eÐnai ènac mh diakritikìc q¸roc, na apodeiqjeÐ

ìti h f eÐnai suneq c.

8. 'Estw (X,τ ) kai (Y,τ 1) dÔo topologikoÐ q¸roi kai f : (X,τ ) → (Y,τ 1) mia

suneq c apeikìnish. 'Estw A èna uposÔnolo tou X, τ 2 h epag¸menh

topologÐa sto A, B = f(A), τ 3 h epag¸menh topologÐa sto B kai g : (A,τ 2)→
(B, T3) o periorismìc thc f sto A. Na apodeiqjeÐ ìti h g eÐnai suneq c.

9. 'Estw f mia apeikìnish enìc q¸rou (X,τ ) se ènan q¸ro (Y,τ ′). Na

apodeiqjeÐ ìti h f eÐnai suneq c, e�n kai mìnon an gia k�je x ∈ X kai

gia k�je perioq  N tou shmeÐou f(x), up�rqei perioq  M tou x, tètoia ¸ste

f(M) ⊆ N .

10. 'Estw τ 1 kai τ 2 dÔo topologÐec se èna sÔnolo X. H τ 1 lègetai mikrìterh

topologÐa thc T2 (kai h τ 2 lègetai megalÔterh topologÐa thc τ 1), e�n

τ 1 ⊇ τ 2. Na apodeiqjeÐ ìti:

(i) h EukleÐdeia TopologÐa tou q¸rou R eÐnai mikrìterh thc peperasmènhc -

kleist c topologÐac ston q¸ro R;

(ii) h tautotik  sun�rthsh f : (X,τ 1)→ (X,τ 2) eÐnai suneq c, e�n kai mìnon

an τ 1 eÐnai mikrìterh topologÐa thc τ 2.

11. 'Estw f : R→ R mia suneq c sun�rthsh, tètoia ¸ste f(q) = 0, gia k�je rhtì

arijmì q. Na apodeiqjeÐ ìti f(x) = 0, gia k�je x ∈ R.

12. 'Estw (X,τ ) kai (Y,τ 1) dÔo topologikoÐ q¸roi kai f : (X,τ ) → (Y,τ 1) mia

suneq c sun�rthsh. E�n h f eÐnai 1-1, na apodeiqjeÐ ìti:
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(i) e�n o q¸roc (Y,τ 1) eÐnai Hausdorff, tìte autì sunep�getai ìti kai o

q¸roc (X,τ ) ja eÐnai Hausdorff.

(ii) E�n o q¸roc (Y,τ 1) eÐnai T1, tìte autì ja sunep�getai ìti kai o (X,τ )

ja eÐnai T1.

13. 'Estw (X,τ ) kai (Y,τ 1) dÔo topologikoÐ q¸roi kai èstw f mia apeikìnish

apì ton q¸ro (X,τ ) ston (Y,τ 1). Na apodeiqjeÐ ìti h f eÐnai suneq c, e�n

kai mìnon an gia k�je uposÔnolo A tou X, f(A) ⊆ f(A).

[Bo jhma: Qrhsimopoi ste thn Prìtash 5.1.9.]

5.2 To Je¸rhma thc Endi�meshc Tim c

5.2.1 Prìtash. 'Estw (X,τ ) kai (Y,τ 1) dÔo topologikoÐ q¸roi kai

f : (X,τ ) → (Y,τ 1) dÔo epÐ kai suneqeÐc sunart seic. E�n o q¸roc (X,τ )

eÐnai sunektikìc, tìte kai o q¸roc (Y,τ 1) ja eÐnai sunektikìc.

Apìdeixh. 'Estw (Y,τ 1) ènac mh sunektikìc topologikìc q¸roc. Tìte, o Y

ja èqei èna kleist�noiqto uposÔnolo U , tètoio ¸ste U 6= Ø kai U 6= Y . 'Ara,

to sÔnolo f−1(U) ja eÐnai anoiqtì, miac kai h f eÐnai suneq c, kai tautoqrìnwc

kleistì, b�sei thc Prìtashc 5.1.9; me �lla lìgia, f−1(U) eÐnai èna kleist�noiqto

uposÔnolo tou X. T¸ra, f−1(U) 6= Ø, epeid  h f eÐnai epÐ kai U 6= Ø. EpÐshc,

f−1(U) 6= X, epeid  e�n  tan to U ja isoÔtan me Y , lìgw tou ìti h f eÐnai epÐ.

'Etsi, o q¸roc (X,τ ) den eÐnai sunektikìc. 'Omwc autì apoteleÐ mia antÐfash.

'Ara, o (Y,τ 1) ja eÐnai sunektikìc q¸roc. �

5.2.2 Parathr seic. (i) H parap�nw prìtash ja  tan l�joc, e�n apousÐaze

h sunj kh �epÐ�, apì thn sun�rthsh. ('Askhsh proc ton anagn¸sth: breÐte èna

tètoio par�deigma.)

(ii) Me apl� lìgia, h Prìtash 5.2.1 mac lèei ìti: k�je suneq c eikìna enìc

sunektikoÔ sunìlou eÐnai sunektik .
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(iii) H Prìtash 5.2.1 mac lèei ìti e�n o q¸roc (X,τ ) eÐnai sunektikìc kai o (Y,τ ′)
den eÐnai sunektikìc (dhlad  eÐnai mh sunektikìc), tìte den ja up�rqei

apeikìnish apì ton (X,τ ) ston q¸ro (Y,τ ′), h opoÐa na eÐnai suneq c. Gia

par�deigma, en¸ apì thn mia up�rqei ènac �peiroc arijmìc apeikonÐsewn

apì to R sto Q (h sto Z), kamÐa apì autèc den eÐnai suneqeÐc. Pr�gmati,

sthn 'Askhsh 5.2 # 10 parathroÔme ìti oi monadikèc suneqeÐc apeikonÐseic

tou R epÐ tou Q (h epi tou Z) eÐnai oi stajerèc apeikonÐseic. �

H parak�tw isqur  èkdosh thc sunektikìthtac eÐnai pollèc forèc qr simh.

5.2.3 Orismìc. 'Enac topologikìc q¸roc (X,τ ) lègetai sunektikìc kat�

monop�tia, e�n gia k�je zeÔgoc diakrit¸n shmeÐwn a kai b, tou X up�rqei

mÐa suneq c apeikìnish f : [0, 1] → (X,τ ), tètoia ¸ste f(0) = a kai f(1) = b. H

apeikìnish f lègetai monop�ti apì to a sto b.

5.2.4 Par�deigma. 'Eqoume  dh deÐ ìti k�je di�sthma eÐnai sunektikì kat�

monop�tia. �

5.2.5 Par�deigma. Gia k�je n ≥ 1, to sÔnolo Rn eÐnai sunektikì kata

monop�tia. �

5.2.6 Prìtash. K�je sunektikìc kat� monop�tia q¸roc eÐnai kai

sunektikìc.

Apìdeixh. 'Estw (X,τ ) ènac sunektikìc kat� monop�tia q¸roc kai èstw ìti

den eÐnai sunektikìc.

Tìte, ja perilamb�nei austhr� èna mh kenì kleist�noiqto uposÔnolo,

U . 'Ara, ja up�rqoun a kai b, tètoia ¸ste a ∈ U kai b ∈ X \ U . Efìson o
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q¸roc (X,τ ) eÐnai sunektikìc kat� monop�tia, ja up�rqei suneq c sun�rthsh

f : [0, 1]→ (X,τ ), tètoia ¸ste f(0) = a kai f(1) = b.

'Omwc, f−1(U) eÐnai kleist�noiqto uposÔnolo tou [0, 1]. Efìson a ∈ U,

0 ∈ f−1(U), opìte kai f−1(U) 6= Ø. EpÐshc, b 6∈ U, 1 6∈ f−1(U) ki ètsi f−1(U) 6= [0, 1].

Opìte, f−1(U) ja eÐnai èna gn sio mh kenì uposÔnolo tou [0, 1], k�ti pou èrqetai

se antÐfash me thn sunektikìthta tou [0, 1].

Sumperasmatik�, o q¸roc (X,τ ) eÐnai sunektikìc. �

5.2.7 Parat rhsh. H antÐstrofh thc Prìtashc 5.2.6 den eÐnai alhj c;

dhlad , den eÐnai k�je sunektikìc q¸roc sunektikìc kat� monop�tia. 'Ena

par�deigma enìc tètoiou q¸rou eÐnai o akìloujoc upìqwroc tou R2:

X = {〈x, y〉 : y = sin(1/x), 0 < x ≤ 1} ∪ {〈0, y〉 : −1 ≤ y ≤ 1}.

[H 'Askhsh 5.2 #6 mac deÐqnei ìti o q¸roc X eÐnai sunektikìc. To ìti o X

den eÐnai sunektikìc kat� monop�tia, mporeÐ na exetasteÐ apì mia prìqeirh

apìdeixh pou na deÐqnei ìti den up�rqei monop�ti pou na en¸nei to 〈0, 0〉 me to

shmeÐo, gia par�deigma, 〈1/π, 0〉. ZwgrafÐste mia eikìna kai prospajeÐste na

peÐsete ton eautì sac gi' autì!] �

T¸ra mporoÔme na deÐxoume ìti R 6∼= R2.

5.2.8 Par�deigma. EÐnai xek�jaro ìti o q¸roc R2 \ {〈0, 0〉} eÐnai sunektikìc
kat� monop�tia, opìte, apì thn Prìtash 5.2.6, ja eÐnai kai sunektikìc. Apì

thn �llh, apì thn Prìtash 4.2.5, o q¸roc R \ {a}, gia k�je a ∈ R, eÐnai mh

sunektikìc. 'Ara, R 6∼= R2. �

Se autì to shmeÐo, ja parousi�soume to Je¸rhma Endi�meshc Tim c tou

Weierstrass, to opoÐo apoteleÐ mia ìmorfh efarmog  thc TopologÐac sthn

jewrÐa sunart sewn mÐac metablht c. To aparaÐthto topologikì ergaleÐo se

autì to apotèlesma eÐnai autì thc sunektikìthtac.
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5.2.9 Je¸rhma. (Je¸rhma Endi�meshc Tim c tou Weierstrass) 'Estw

f : [a, b] → R mia suneq c sun�rthsh kai èstw f(a) 6= f(b). Tìte, gia k�je

arijmì p, metaxÔ twn f(a) kai f(b), ja up�rqei èna shmeÐo c ∈ [a, b] tètoio

¸stef(c) = p.

Apìdeixh. Efìson to di�sthma [a, b] eÐnai sunektikì kai h f eÐnai suneq c,

h Prìtash 5.2.1 mac dÐnei ìti h eikìna f([a, b]) ja eÐnai sunektik . Apì thn

Prìtash 4.3.5, paÐrnoume ex�goume ìti to sÔnolo f([a, b]) eÐnai di�sthma. T¸ra,

f(a) kai f(b) an koun sto f([a, b]). 'Etsi, e�n to p brÐsketai metaxÔ twn f(a) kai

f(b), p ∈ f([a, b]), dhlad , p = f(c), gia k�poio c ∈ [a, b]. �

5.2.10 Sumpèrasma. E�n f : [a, b] → R eÐnai suneq c apeikìnish, tètoia

¸ste f(a) > 0 kai f(b) < 0, tìte ja up�rqei x ∈ [a, b], tètoio ¸ste f(x) = 0. �

5.2.11 Sumpèrasma. (Je¸rhma StajeroÔ ShmeÐou) 'Estw f mia

suneq c apeikìnish apì to [0, 1] sto [0, 1]. Tìte, ja up�rqei z ∈ [0, 1], tètoio

¸ste f(z) = z. (To shmeÐo z lègetai stajerì shmeÐo.)

Apìdeixh. E�n f(0) = 0   f(1) = 1, h prìtash eÐnai safèstata alhj c. 'Ara,

arkeÐ na jewr soume thn perÐptwsh ìtan f(0) > 0 kai f(1) < 1.

'Estw g : [0, 1]→ R mia sun�rthsh pou orÐzetai wc g(x) = x−f(x). EÐnai fanerì

ìti h g eÐnai suneq c, g(0) = −f(0) < 0 kai g(1) = 1− f(1) > 0. Sumperasmatik�, apì

to Sumpèrasma 5.2.10, ja up�rqei z ∈ [0, 1], tètoio ¸ste g(z) = 0; me �lla lìgia,

z − f(z) = 0   f(z) = z. �

5.2.12 Parat rhsh. To Sumpèrasma 5.2.11 eÐnai mia eidik  perÐptwsh enìc

shmantikoÔ jewr matoc, to opoÐo eÐnai gnwstì wc to Je¸rhma StajeroÔ

ShmeÐou tou Brouwer, to opoÐo diatup¸netai wc ex c: E�n jewr soume mia
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suneq  apeikìnish kÔbou n-di�stashc ston eautì tou, tìte ja up�rqei èna

stajerì shmeÐo. [Up�rqoun pollèc apodeÐxeic tou jewr matoc autoÔ, ìmwc

oi perissìterec qrhsimopoioÔn mejodologÐa Algebrik c TopologÐac. MÐa

sqetik� bat  apìdeixh dÐnetai stic selÐdec 238�239 tou biblÐou “Introduction

to Set Theory and Topology”, tou K. Kuratowski (Pergamon Press, 1961).]

Ask seic 5.2

1. Na apodeiqjeÐ ìti h suneq c eikìna enìc sunektikoÔ kat� monop�tia q¸rou

eÐnai sunektik  kat� monop�tia.

2. 'Estw f mia suneq c apeikìnish, apì èna di�sthma [a, b] ston eautì tou,

ìpou a kai b ∈ R kai a < b. Na apodeiqjeÐ ìti up�rqei èna stajerì shmeÐo.

3. (i) Na dojeÐ èna par�deigma, pou na deÐqnei ìti to Sumpèrasma 5.2.11 ja

 tan l�joc, e�n:

antikajistoÔsame pantoÔ to di�sthma [0, 1] me to (0, 1).

(ii) 'Enac topologikìc q¸roc (X,τ ) lègetai ìti fèrei thn idiìthta tou

stajeroÔ shmeÐou, e�n k�je suneq c apeikìnish, apì ton q¸ro (X,τ )

ston eautì tou, èqei èna stajerì shmeÐo. Na deÐxete ìti ta monadik�

diast mata pou fèroun thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou eÐnai ta

kleist� diast mata.

(iii) 'Estw X èna sÔnolo me dÔo toul�qiston stoiqeÐa. Na apodeiqjeÐ

ìti o diakritikìc q¸roc (X,τ ) kai o mh diakritikìc q¸roc (X,τ ′) den
ikanopoioÔn thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou.

(iv) Fèrei, ènac topologikìc q¸roc efodiasmènoc me thn peperasmènh-

kleist  topologÐa, thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou?

(v) Na apodeiqjeÐ ìti e�n o q¸roc (X,τ ) fèrei thn idiìthta tou stajeroÔ

shmeÐou kai (Y,τ 1) eÐnai ènac q¸roc omoiomorfikìc tou (X,τ ), tìte o

q¸roc (Y,τ 1) ja fèrei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou

4. 'Estw {Aj : j ∈ J} mia oikogèneia sunektik¸n upoq¸rwn enìc topologikoÔ

q¸rou (X,τ ). E�n
⋂
j∈J

Aj 6= Ø, na apodeiqjeÐ ìti
⋃
j∈J

Aj eÐnai sunektikìc q¸roc.
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5. 'Estw A ènac sunektikìc upìqwroc enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ). Na

apodeiqjeÐ ìti A eÐnai epÐshc sunektikìc q¸roc. Pr�gmati, na deÐxete ìti

e�n A ⊆ B ⊆ A, tìte o B eÐnai sunektikìc.

6. (i) Na deÐxete ìti o upìqwroc Y = {〈x, y〉 : y = sin (1/x) , 0 < x ≤ 1} of R2 eÐnai

sunektikìc.

[Bo jhma: QrhsimopoieÐste thn Prìtash 5.2.1.]

(ii) Na epalhjeÔsete ìti Y = Y ∪ {〈0, y〉 : −1 ≤ y ≤ 1}

(iii) Qrhsimopoi¸ntac thn 'Askhsh 5, parathreÐste ìti o q¸rocY eÐnai

sunektikìc.

7. 'Estw E to sÔnolo ìlwn twn shmeÐwn sto R2 me rhtèc suntetagmènec. Na

apodeiqjeÐ ìti o q¸roc R2 \ E eÐnai sunektikìc kat� monop�tia.

8.* 'Estw C èna arijm simo uposÔnolo tou q¸rou R2. Na apodeÐxete ìti o

q¸roc R2 \ C eÐnai sunektikìc kat� monop�tia.

9. 'Estw (X,τ ) ènac topologikìc q¸roc kai a èna opoiod pote shmeÐo ston X.

H sunist¸sa tou a ston X, CX(a), orÐzetai wc h ènwsh ìlwn twn sunektik¸n

uposunìlwn tou X, pou perilamb�noun to shmeÐo a. Na apodeiqjeÐ ìti:

(i) To sÔnolo CX(a) eÐnai sunektikì. (QrhsimopoieÐste thn 'Askhsh 4,

parap�nw.)

(ii) To sÔnolo CX(a) eÐnai to megalÔtero sunektikì sÔnolo pou perièqei

to a.

(iii) To CX(a) eÐnai kleistì ston q¸ro X. (Qrhsimopoi ste thn 'Askhsh 5,

parap�nw.)

10. 'Enac topologikìc q¸roc (X,τ ) lègetai olik� mh sunektikìc, e�n k�je

mh kenì sunektikì uposÔnolo eÐnai monosÔnolo. Na apodeiqjoÔn oi

akìloujec prot�seic:

(i) O q¸roc (X,τ ) eÐnai olik� mh sunektikìc, e�n kai mìnon an gia k�je

a ∈ X, CX(a) = {a}. (Parapèmpoume ston sumbolismì thc 'Askhshc 9.)

(ii) To sÔnolo Q, ìlwn twn rht¸n arijm¸n, me thn sun jh topologÐa,

eÐnai olik¸c mh sunektikì.
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(iii) E�n h f eÐnai mia suneq c apeikìnish apì ton q¸ro R sto Q, na

apodeiqjeÐ ìti up�rqei c ∈ Q, tètoio ¸ste f(x) = c, gia k�je x ∈ R.

(iv) K�je upìqwroc enìc olik¸c mh sunektikoÔ q¸rou eÐnai olik¸c mh

sunektikìc.

(v) K�je arijm simoc upìqwroc tou R2 eÐnai olik¸c mh sunektikìc.

(vi) H eujeÐa Sorgenfrey eÐnai olik¸c mh sunektikìc q¸roc.

11. (i) Qrhsimopoi¸ntac thn 'Askhsh 9 na orÐsete, me ton pio fusikì trìpo,

thn �sunist¸sa-monop�ti� enìc shmeÐou se ènan topologikì q¸ro.

(ii) Na apodeiqjeÐ ìti se k�je topologikì q¸ro, k�je sunist¸sa-monop�ti

eÐnai ènac sunektikìc kat� monop�tia q¸roc.

(iii) E�n (X,τ ) eÐnai ènac topologikìc q¸roc me thn idiìthta ìti k�je shmeÐo tou

X èqei mia geitoni� pou eÐnai sunektik  kat� monop�tia, na apodeiqjeÐ ìti

k�je sunektikìc kat� monop�tia q¸roc eÐnai anoiqtì sÔnolo. Na ex�getai

to sumpèrasma ìti k�je sunist¸sa-monop�ti eÐnai epÐshc kleistì sÔnolo.

(iv) Qrhsimopoi¸ntac thn prìtash (iii), na apodeÐxete ìti èna anoiqtì uposÔnolo

tou R2 eÐnai sunektikì, e�n kai mìnon an eÐnai sunektikì kat� monop�tia.

12.* 'Estw A kai B uposÔnola enìc topologikoÔ q¸rou (X,τ ). E�n A kai B eÐnai

tautoqrìnwc anoiqt� kai kleist� sÔnola, kai A∪B, A∩B eÐnai sunektikoÐ

q¸roi, na deÐxete ìti A kai B eÐnai sunektikoÐ q¸roi.

13. 'Enac topologikìc q¸roc (X,τ ) apokaleÐtai mhdenik c di�stashc e�n up�rqei

b�sh gia thn topologÐa tou, pou na apoteleÐtai apì kleist�noiqta sÔnola.

Na apodeiqjoÔn oi prot�seic pou akoloujoÔn:

(i) Oi q¸roiQ kai P eÐnai mhdenik c di�stashc.

(ii) 'Enac upìqwroc enìc q¸rou mhdenik c di�stashc eÐnai kai autìc q¸roc

mhdenik c di�stashc.

(iii) 'Enac q¸roc Hausdorff, mhdenik c di�stashc, eÐnai olik¸c mh sunektikìc.

(DeÐte thn 'Askhsh 10 parap�nw.)

(iv) K�je mh diakritikìc q¸roc eÐnai mhdenik c di�stashc.
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(v) K�je diakritikìc q¸roc eÐnai mhdenik c di�stashc.

(vi) Oi mh diakritikoÐ q¸roi me parap�nw apì èna stoiqeÐa den eÐnai olik¸c

mh sunektikoÐ.

(vii) 'Enac q¸roc mhdenik c di�stashc pou eÐnai T0, eÐnai epÐshc Hausdorff.

(viii)* 'Enac upìqwroc tou R eÐnai mhdenik c di�stashc, e�n kai mìnon an eÐnai

olik¸c mh sunektikìc.

14. Na apodeÐxete ìti k�je topikìc omoiomorfismìc eÐnai suneq c apeikìnish.

(DeÐte tic Ask seic 4.3#9.)
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5.3 Usterìgrafo

Se autì to Kef�laio eÐdame ìti mia apeikìnish 3 metaxÔ topologik¸n q¸rwn

lègetai �suneq c � e�n h suneq c eikìna enìc anoiqtoÔ sunìlou eÐnai anoiqtì

sÔnolo. O orismìc autìc eÐnai arket� komyìc kai eukatanìhtoc. 'Erqetai se

antÐjesh me ton orismì pou sunant same sthn Pragmatik  An�lush, ton opoÐo

mnhmoneÔsame sthn arq  tou kefalaÐou autoÔ. GenikeÔsame loipìn ton orismì

apì thn paragmatik  an�lush, ìqi tìso gia q�rh thc genÐkeushc ìso gia na

èqoume mia pio sfairik  �poyh perÐ sunèqeiac.

To Je¸rhma Endi�meshc Tim c tou Weierstrass faÐnetai, ek pr¸thc ìyewc,

diaisjhtik� safèc, ìmwc t¸ra blèpoume ìti akoloujeÐ apì to gegonìc ìti o

q¸roc R eÐnai sunektikìc kai epÐshc apì to gegonìc ìti h suneq c eikìna enìc

sunektikoÔ q¸rou eÐnai sunektikìc q¸roc.

Parousi�same mia isqurìterh idiìthta apì aut n thn sunektikìthtac, thn

opoÐa onom�same sunektikìthta kat� monop�tia. Se pollèc peript¸seic den

arkeÐ na epimènoume ìti ènac q¸roc eÐnai sunektikìc: epib�lletai na eÐnai kai

sunektikìc kat� monop�tia. Aut  h idiìthta eÐnai shmantik  ston q¸ro thc

Algebrik c TopologÐac.

Ja episkeujoÔme xan� to Je¸rhma StajeroÔ ShmeÐou tou Brouwer, sthn

poreÐa. EÐnai èna polÔ isqurì je¸rhma. Ta jewr mata stajer¸n shmeÐwn

diadramatÐzoun shmantikì rìlo se di�forouc tomeÐc twn majhmatik¸n, sumperi-

lambanomènhc thc TopologÐac, thc Sunarthsiak c An�lushc kai twn Diaforik¸n

Exis¸sewn. Kai fusik� exakoloujoÔn na apoteloÔn antikeÐmeno èreunac, mèqri

s mera.

Stic Ask seic 5.2 #9 kai #10 sunant same tic ènnoiec �sunist¸sa� kai

�olik¸c mh sunektikìc q¸roc �. Kai oi dÔo ènnoiec eÐnai shmantikèc wc proc

thn katanìhsh thc topologik c ènnoiac thc sunektikìthtac.

3
Προειδοποίηση: Στην βιβλιογραφία χρησιμοποιούνται οι όροι ‘απεικόνιση’ και

‘συνάρτηση’ θεωρώντας δεδομένη την συνέχεια. Σε αυτό το σύγγραμμα δεν το ασπαζόμαστε

αυτό.
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