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Comentarios del Traductor

Ésta es una traducción al español del libro �Topology without tears� del profesor Sidney Morris,
versión de octubre de 2007.

El profesor Sidney Morris sin duda ha escrito un excelente texto sobre topología general,
y de esta forma nos ha entregado una invaluable obra pedagógica, colmada de una exposición
cautivante, ejemplos esclarecedores y ejercicios interesantes.

Cuando existieron varias posibles traducciones para un término determinado, el traductor
agregó una nota de pie en la forma de �Nota del traductor� para aclarar esta ambivalencia. Las
notas del traductor también introdujeron observaciones relevantes.

Si descubriera algún error en la versión en español de este libro, por favor envíe un email a
work@guillermo.com.au

Guillermo Pineda-Villavicencio
Ballarat, August 19, 2010
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Chapter 0

Introducción

La topología es una importante e interesante rama de las matemáticas, cuyo estudio no sólo

introduce nuevos conceptos y teoremas sino que pone en contexto viejas nociones como la de

función continua. Sin embargo, sólo decir esto no le daría la verdadera signi�cación a la topología.

La topología es tan importante que su in�uencia se evidencia en casi todas las otras ramas

de la matemáticas. Por lo que su estudio es relevante para todos aquellos que aspiren a ser

matemáticos, independientemente de que su especialización sea (actualmente o en el futuro)

álgebra, análisis, teoría de categorías, teoría del caos, mecánica continua, dinámica, geometría,

matemática industrial, biología matemática, economía matemática, matemática �nanciera, modelación

matemática, física matemática, matemática de las comunicaciones, teoría de números, matemática

numérica, investigación de operaciones o estadísticas. (La bibliografía sustancial al �nal de este

libro basta para indicar que la topología ciertamente tiene relevancia en todas estas áreas, y en

muchas más.) Nociones topológicas como compacidad, conexidad y densidad son tan básicas para

los matemáticos de hoy como las nociones de conjunto y función lo eran para los matemáticos de

la pasada centuria.

La topología tiene diferentes ramas�topología general (también conocida como topología

conjuntista), topología algebraica, topología diferencial y álgebra topológica�siendo la primera,

topología general, la puerta para el estudio de las otras. En este libro yo pretendo brindar una

base sólida en topología general. Cualquiera que concienzudamente se estudie los primeros diez

capítulos y resuelva al menos la mitad de los ejercicios tendrá ciertamente esa base.

Para el lector que no haya previamente estudiado una área axiomática de las matemáticas

como álgebra abstracta, aprender a escribir demostraciones será difícil. Para asistirlo en ese

empeño, frecuentemente en los capítulos iniciales, incluyo un comentario que no forma parte de

la demostración, pero esboza el proceso de razonamiento que llevó a la misma.

Los comentarios son indicados de la manera siguiente:
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Para arribar a la demostración, utilicé cierto proceso de razonamiento, el cual pudiera

ser llamado �fase de descubrimiento� o �fase experimental�.

Sin embargo, el lector aprenderá que aunque la experimentación es muchas veces

esencial, nada puede substituir una demostración formal.

El libro contiene muchos ejercicios. Solamente trabajando en un buen número de ejercicios,

usted será capaz de dominar el curso. Yo no he proporcionado respuestas a los ejercicios, y no

tengo intención de hacerlo. En mi opinión, hay su�cientes ejemplos y demostraciones en el texto,

lo que hace innecesario brindar soluciones a los ejercicios�de hecho es probablemente no deseable

hacerlo. Muy frecuentemente incluyo conceptos nuevos en los ejercicios, pero los conceptos que

considero fundamentales, en la mayoría de los casos, son introducidos nuevamente en el texto.

Los ejercicios de mayor di�cultad son indicados con un *.

Los lectores de este libro pudieran desear comunicarse entre ellos para debatir di�cultades,

soluciones a ejercicios, comentarios sobre el libro y lecturas adicionales. Para hacer esto más

fácil, he creado un grupo en Facebook llamado �Topology Without Tears readers�. Todos ustedes

son bienvenidos para unirse al grupo, sólo deben enviarme un email a (morris.sidney@gmail.com)

pidiéndolo.

Finalmente, debo mencionar que los avances matemáticos son entendidos mejor cuando se

consideran en su contexto histórico. En su forma actual, este libro no aborda su�cientemente el

contexto histórico. Por el momento me tengo que conformar con notas sobre personalidades de

la topología en el Apéndice 2�siendo estas notas extraídas en gran medida de The MacTutor

History of Mathematics Archive [207]. Se anima al lector a visitar el sitio The MacTutor History

of Mathematics Archive [207], y leer los artículos completos, así como también leer artículos sobre

otras personalidades. Pero una buena comprensión de la historia raramente se obtiene leyendo de

una sóla fuente.

Considerando el contexto histórico, todo lo que diré es que la mayoría de la topología descrita

en este libro fue descubierta en la primera mitad del siglo veinte. Y se pudiera decir que el

centro de gravedad en este período de descubrimiento fue Polonia. (Las fronteras se han movido

considerablemente.) Sería justo decir que la Segunda Guerra Mundial cambió el centro de gravedad

permanentemente. El lector debe consultar el Apéndice 2 para entender este críptico comentario.
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0.1 Reconocimientos

Partes de versiones anteriores de este libro fueron usadas en la Universidad La Trobe, la Universidad

de New England, la Universidad de Wollongong, la Universidad de Queensland, la Universidad

de South Australia, el Colegio Urbano de New York, y la Universidad de Ballarat durante los

últimos 30 años. Deseo agradecer a aquellos estudiantes que criticaron las versiones anteriores

e identi�caron errores. Agradecimientos especiales van a Deborah King y a Allison Plant por

señalar numerosos errores y �aquezas en la presentación. Gracias también a otros colegas, como

Carolyn McPhail, Ralph Kopperman, Karl Heinrich Hofmann, Rodney Nillsen, Peter Pleasants,

Geo�rey Prince, Bevan Thompson y Ewan Barker, quiénes leyeron varias versiones y ofrecieron

sugerencias para mejorar el texto. Gracias también a Jack Gray, cuyas excelentes notas de clases

�Teoría de Conjuntos y Aritmética Trans�nita�1 en la Universidad de New South Wales, escritas

en los años 70, in�uenciaron nuestro Apéndice sobre la Teoría de Conjuntos In�nitos.

En varias partes de este libro, especialmente en el Apéndice 2, existen notas históricas.

Aquí aprovecho para reconocer dos fuentes maravillosas Bourbaki [30] y The MacTutor History of

Mathematics Archive [207].

0.2 Lectores: Ubicaciones y Profesiones

Este libro ha sido usado por actuarios de seguros; químicos; cibernéticos; econométristas; economistas;

ingenieros aeronáuticos, mecánicos, eléctricos, informáticos, espaciales y de telecomunicaciones;

estudiantes de �nanzas; matemáticos puros y aplicados; comerciantes; �lósofos; físicos; psicólogos;

desarrolladores de software; y estadísticos en Alemania, Argelia, Argentina, Australia, Austria,

Bangladesh, Belarús, Bélgica, Belice, Bolivia, Brasil, Bulgaria, Cambodia, Camerún, Canadá,

Chile, China, Colombia, Corea del Norte, Costa Rica, Croacia, Cuba, Dinamarca, Egipto, los

Emiratos Árabes Unidos, Eslovenia, España, los Estados Unidos de América (EUA), Estonia,

Etiopía, Fiji, Las Filipinas, Finlandia, Francia, Gana, Gaza, Grecia, Holanda, Hungría, India,

Indonesia, Irán, Iraq, Islandia, Islas Mauricio, Israel, Italia, Jamaica, Japón, Kenia, Kuwait,

Lituania, Luxemburgo, Malasia, Malta, México, Nicaragua, Nigeria, Noruega, Pakistán, Paraguay,

Perú, Polonia, Portugal, Qatar, el Reino Unido, la República Checa, Rumania, Rusia, Serbia y

Montenegro, Sierra Leona, Singapur, Sudáfrica, Sudán, Suecia, Suiza, Tailandia, Taiwán, Trinidad

y Tobago, Túnez, Turquía, Uruguay, Ucrania, Uzbekistán, Venezuela y Vietnam.

El libro es referenciado en http://www.econphd.net/notes.htm, un sitio diseñando para

1
Nota del traductor: Traducción de �Set Theory and Trans�nite Arithmetic�.
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divulgar referencias útiles para cursos de las disciplinas fundamentales que enfrentan los graduados

de Economía, y en el Atlas de Topología, un recurso en Topología http://at.yorku.ca/topología/educ.htm.

0.3 Cumplidos de los Lectores

• T. Lessley, EUA: �Encantador trabajo, bellamente escrito.�

• E. Ferrer, Australia: �Sus notas son fantásticas.�

• E. Yuan, Germany: �Realmente es un libro fantástico para principiantes en topología.�

• S. Kumar, India: �Muy impresionado con el sencillo tratamiento del tema, el cual puede ser

seguido fácilmente por no especialistas en matemáticas.�

• Pawin Siriprapanukul, Tailandia: �Me estoy preparando para emprender estudios doctorales

en Economía y encuentro su libro realmente útil para entender el complejo tema de topología.�

• Hannes Reijner, Suecia: �Pienso que es excelente.�

• G. Gray, EUA: �Maravilloso texto.�

• Dipak Banik, India: �Bella nota.�

• B. Prago� Jr, EUA: �Explica la topología a un estudiante universitario muy bien.�

• Tapas Kumar Bose, India: �Una colección excelente de información.�

• Eszter Csernai, Hungría: �Soy un estudiante universitario de economía matemática. . . Estoy

seguro que lo que le voy a decir lo ha escuchado varias veces, pero lo repetiré de todas

maneras: ½el libro es absolutamente brillante!.�

• Christopher Roe, Australia: �Permítame primero agradecerle por escribir su libro �Topología

Sin Dolor�2? Aunque es probablemente bastante básico para usted, leerlo me ha resultado

una experiencia maravillosa.�

• Jeanine Dorminey, EUA: �Actualmente estoy tomando un curso de topología, y estoy teniendo

una inusual di�cultad con la clase. Yo he estado leyendo la versión digital de su libro en

línea y me ha ayudado mucho.�

2
Nota del traductor: Traducción de �Topology Without Tears�.
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• Tarek Fouda, EUA: �Yo estudio un curso avanzado de análisis matemático en el Instituto de

Tecnología Stevens para obtener un título de Master en Ingeniería Financiera. Es la primera

vez que me expongo a la asignatura de topología. Yo compré algunos libros, pero encuentro

que su libro es el único que explica la materia de una manera tan interesante que yo desearía

tenerlo conmigo todo el tiempo, para leerlo en el tren o en la escuela.�

• Ahmad �Al-Omari, Malasia: �Yo soy un estudiante de doctorado en UKM. Mi área de

investigación es topología general, y he encontrado su libro muy interesante.�

• Jose Vieitez, Uruguay: �En este semestre yo estoy enseñando topología en la Facultad de

Ciencias de Universidad de la República. Me gustaría tener una versión imprimible de su

(muy buen) libro.�

• Muhammad Y. Bello, Profesor de Matemáticas, Universidad Bayero, Nigeria: �Su libro

digital `Topología Sin Dolor' es un excelente recurso para cualquiera que esté aprendiendo

topología. Yo enseño algunos cursos de análisis que asumen conocimientos básicos de

topología. Desafortunadamente, algunos de mis estudiantes o no tienen tales conocimientos

o los han olvidado. Después de leer su libro, observo que su libro sería una buena fuente

para refrescar y/o proveer estos conocimientos a los estudiantes.�

• Prof. Dr. Ljubomir R. Savic, Instituto de Mecánica y Teoría de las Estructuras, Universidad

de Belgrado, Serbia: �Yo estoy aprendiendo topología y he encontrado su libro maravilloso.

Mi especialidad es Mecánica Continua y Análisis Estructural.�

• Pascal Lehmann, Alemania:� Tengo que imprimir su fantástico libro para escribir notas en

el margen de las hojas.�

• Profesor Luis J. Alias, Departamento de Matemática de la Universidad de Murcia, España:

�Acabo de descubrir su excelente libro 'Topología Sin Dolor'. Durante este curso, yo enseñaré

un curso de topología general (en realidad, comenzaré mi curso mañana por la mañana).

Yo comencé a enseñar este curso el año pasado, y esencialmente me guié por el libro de

Munkres 'Topología' (segunda edición), del cual cubrí los capítulos 2, 3, parte del 4, el 5, y

parte del 9. He estado leyendo su libro y realmente lo he disfrutado. Me gusta muchísimo,

especialmente la forma en la que usted introduce conceptos nuevos, y además los consejos y

observaciones claves que da a los estudiantes.�

• Daniel Nkemzi, Profesor, Departamento de Física, Universidad de Buea, Camerún: Después

de muchos años de di�cultades para comprender las nociones básicas de topología, sin éxito
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alguno, ½me di por vencido! Entonces, recientemente encontré por casualidad su libro, un

regalo de Dios, mientras navegaba por la Internet. Hojeando las páginas del libro me convencí

que si no entiendo la asignatura usando este texto, ningún otro libro me podrá ayudar.�

• Gabriele. E.M. Biella, MD PhD, Jefe de Investigaciones, Instituto de Bioimagen Molecular

y Fisiología, Consejo Nacional de Investigación, Italia: �Soy una neuro�sióloga y estoy

tratando de obtener nuevas descripciones neurodinámicas de procesos sensoriales a través de

un enfoque topológico. Estoy leyendo su maravilloso libro.�

• Gabriele Luculli, Italia: �Soy sólo una estudiante joven, pero encuentro muy interesante

la forma en que propone la asignatura de topología, especialmente la presencia de tantos

ejercicios.�

• K. Orr, USA: �Un libro excelente.�

• Profesor Ahmed Ould, Colombia: �Permítame felicitarlo por la presentación, simplicidad y

claridad del material.�

• Paul Unstead, EUA: �Me gustan sus notas pues brindan muchos ejercicios concretos, y no

asumen que el lector es un especialista en matemáticas.�

• Alberto García Raboso, España: �Me gusta muchísimo.�

• Guiseppe Curci, Director de Investigaciones en Física Teórica, Instituto Nacional de Física

Teórica, Pisa: �Un agradable y esclarecedor libro sobre topología.�

• M. Rinaldi, EUA: �Ésta es, por mucho, la más clara y mejor introducción a la topología

que he visto. . . Cuando estudiaba sus notas los conceptos se me pegaban rápidamente, y sus

ejemplos son fantásticos.�

• Joaquin Poblete, Profesor de Economía, Universidad Católica de Chile: �He terminado de

leer su libro, y realmente me gusta. Es muy claro y los ejemplos que brinda son muy

reveladores.�

• Alexander Liden, Suecia: �He estado disfrutando la lectura, a través de la computadora, de

su libro pero me gustaría tener una copia imprimible.�

• Francois Neville, EUA: �Soy un estudiante de un curso de ingeniería espacial en la Universidad

de Maine, y nuestro profesor ha recomendado su libro para la asignatura de Topología con

mucho entusiasmo.�
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• Hsin-Han Shen, EUA: �Estoy haciendo un doctorado en �nanzas en la Universidad Estatal

de Nueva York en Búfalo. Su libro de topología es muy detallado y ameno, lo cual es ideal

para un primer curso de topología para un estudiante de doctorado cuya especialidad no es

matemática, como es mi caso.�

• Degin Cai, EUA: �Su libro es maravilloso.�

• Eric Yuan, Darmstadt, Alemania: �Soy un estudiante de matemáticas en la Universidad

Tecnológica de Darmstadt, y actualmente estoy estudiando topología, y nuestro profesor

K.H. Ho�mann recomendó su libro `Topología Sin Dolor' con mucho entusiasmo.�

• Martin Vu, Universidad de Oxford: �Estoy haciendo una maestría en matemáticas aplicadas

aquí en Oxford. Ahora me estoy acostumbrando a los conceptos abstractos en matemáticas,

el título del libro 'Topología Sin Dolor' tiene una abstracción natural.�

• Ahmet Erdem, Turquía: �Me gusta muchísimo.�

• Wolfgang Moens, Bélgica:�Soy un estudiante de pre-grado en el Katholieke Universiteit

Leuven. Me leí la mayoría de la primera parte del libro 'Topología Sin Dolor' en cuestión de

horas. Antes de continuar, tengo que elogiarlo por la clara escritura y excelente estructura

(½las cuales de ninguna manera pasaron desapercibidas!).�

• Duncan Chen, EUA: �Usted debe de recibir correos electrónicos como éste frecuentemente,

pero de todas formas me gustaría agradecerle por el libro `Topología Sin Dolor'. Soy un

desarrollador de software y disfruto leer matemáticas.�

• Maghaisvarei Sellakumaran, Singapur: �Dentro de poco me voy a los EUA para hacer un

doctorado en economía. Encuentro su libro sobre topología extremadamente bueno.�

• Tom Hunt, EUA: �Gracias por poner este magní�co texto a disposición de todos en Internet.�

• Fausto Saporito, Italia: �Estoy leyendo su ameno libro, y es el mejor que he visto sobre esta

materia.�

• Takayuki Osogami, EUA: �Comencé a leer su libro 'Topología Sin Dolor' en línea, y encuentro

que es un material muy agradable para aprender topología y conceptos matemáticos en

general.�

• Roman Knöll, Alemania: �Gracias por permitirme leer su maravilloso libro. 'Topología Sin

Dolor' me ayudó mucho, y recuperé de alguna manera mi interés en las matemáticas, el cual

había perdido debido a clases no sistemáticas y memorizaciones super�ciales.�
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• Yuval Yatskan, EUA: �Le eché un vistazo al libro, y parece ser un trabajo maravilloso.�

• N.S. Mavrogiannis, Grecia: �Es un muy buen trabajo.�

• Semih Tumen, Turquía: �Sé que los doctorados en economía demandan el aprendizaje de

bastante matemáticas, por lo que mientras revisaba los tópicos necesarios, encontré su libro

extremadamente útil.�

• Pyung Ho Kim, EUA: �Actualmente soy un estudiante de doctorado. . . Estoy aprendiendo

geografía económica, y encuentro que su libro es excelente para aprender los conceptos

básicos de topología.�

• Javier Hernández, Turquía: �Estoy realmente agradecido a todos aquellos, que al igual que
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• J. Chand, Australia: �Muchas gracias por producir 'Topología Sin Dolor'. Su libro es

fantástico.�
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el libro como el único texto requerido para la clase. Pienso que es una recomendación muy

agradable. Bueno, la historia se repite, y dos años más tarde estoy enseñando nuevamente
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Chapter 1

Espacios Topológicos

Introducción

El tenis, el fútbol, el béisbol y el hockey pudieran ser juegos emocionantes, pero para jugarlos se

tiene primero que aprender (algunas de) las reglas del juego. Las matemáticas no son diferentes.

Por lo que comenzamos con las reglas para la topología.

Este capítulo comienza con la de�nición de una topología, y continua mostrando algunos

ejemplos sencillos: espacios topológicos �nitos, espacios discretos, espacios indiscretos1 y espacios

con la topología co�nita2.

La topología, al igual que otras ramas de las matemáticas, como la teoría de grupos, es una

materia axiomática. Comenzamos con un conjunto de axiomas y luego usamos estos axiomas para

demostrar proposiciones y teoremas. Es extremadamente importante que el lector desarrolle su

habilidad para escribir demostraciones.

¾Por qué las demostraciones son importantes? Suponga que nuestra tarea es construir un

edi�cio. Nosotros comenzaríamos con los cimientos. En nuestro caso éstos son los axiomas o

de�niciones�todo lo demás se construye sobre ellos. Cada teorema o proposición representa un

nuevo nivel de conocimiento y tiene que estar �jado �rmemente al nivel anterior. El nuevo nivel se

�ja al anterior a través de un demostración. Por lo que los teoremas y las proposiciones representan

las nuevas alturas del conocimiento adquirido, mientras que las demostraciones son esenciales pues

ellas son el cemento que �ja los teoremas y proposiciones al nivel anterior. Sin demostraciones la

estructura colapsaría.

1
Nota del traductor: Traducción de �indiscrete spaces�.

2
Nota del traductor: Traducción de �co�nite topology�, la cual también se conoce como ��nite-closed topology�.

12
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Entonces ¾qué es una demostración matemática?

Una demostración es un argumento irrefutable que comienza con la información inicial que

ha sido suministrada, avanza a través de argumentos lógicos (previamente demostrados) y �naliza

con lo que fue pedido demostrar.

Usted debe comenzar una demostración escribiendo toda la información que ha sido dada,

y entonces escribir lo que se requiere demostrar. Si la información dada o lo que se requiere

demostrar contiene términos técnicos, entonces debe escribir las de�niciones de esos términos.

Cada demostración debe estar compuesta de oraciones completas. Cada una de estas oraciones

debe ser una consecuencia de (i) lo que ha sido expuesto anteriormente o (ii) un teorema, una

proposición o un lema previamente demostrado.

En este libro verá muchas demostraciones, pero note que las matemáticas no son un juego

pasivo. Ellas son un juego participativo. La única forma de aprender a escribir demostraciones es

tratando de escribirlas por sí mismo.

1.1 Topología

1.1.1 De�niciones. Sea X un conjunto no vacío. Una colección τ de subconjuntos de

X se dice que es una topología sobre X si

(i) X y el conjunto vacío, Ø, pertenecen a τ ,

(ii) la unión de cualquier número (�nito o in�nito) de conjuntos en τ pertenece a τ , y

(iii) la intersección de dos conjuntos cualesquiera de τ pertenece a τ .

El par (X,τ ) se llama espacio topológico.

1.1.2 Ejemplo. Sean X = {a, b, c, d, e, f} y

τ 1 = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e, f}}.

Entonces τ 1 es una topología sobre X, pues satisface las condiciones (i), (ii) y (iii) de las

De�niciones 1.1.1.
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1.1.3 Ejemplo. Sean X = {a, b, c, d, e} y

τ 2 = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, e}, {b, c, d}}.

Entonces τ 2 no es una topología sobre X, porque la unión

{c, d} ∪ {a, c, e} = {a, c, d, e}

de dos miembros de τ 2 no pertenece a τ 2 ; es decir, τ 2 no satisface la condición (ii) de las

De�niciones 1.1.1.

1.1.4 Ejemplo. Sean X = {a, b, c, d, e, f} y

τ 3 = {X,Ø, {a}, {f}, {a, f}, {a, c, f}, {b, c, d, e, f}} .

Entonces τ 3 no es una topología sobre X, pues la intersección

{a, c, f} ∩ {b, c, d, e, f} = {c, f}

de dos conjuntos en τ 3 no pertenece a τ 3 ; es decir, τ 3 no satisface la condición (iii) de las

De�niciones 1.1.1.

1.1.5 Ejemplo. Sea N el conjunto de todos los números naturales (es decir, el conjunto

de todos los enteros positivos), y denote por τ 4 la colección formada por N, Ø, y todos los

subconjuntos �nitos de N. Entonces τ 4 no es una topología sobre N, pues la unión in�nita

{2} ∪ {3} ∪ · · · ∪ {n} ∪ · · · = {2, 3, . . . , n, . . . }

de elementos de τ 4 no pertenece a τ 4 ; es decir, τ 4 no cumple la propiedad (ii) de las De�niciones

1.1.1.

1.1.6 De�niciones. Sean X cualquier conjunto no vacío, y τ la colección de todos los

subconjuntos de X. Entonces τ es llamada la topología discreta sobre el conjunto X. El

espacio topológico (X,τ ) se llama espacio discreto.

Notemos que en las De�niciones 1.1.6 τ satisface las condiciones de las De�niciones 1.1.1, y

por lo tanto es ciertamente una topología.

Observe que el conjunto X en las De�niciones 1.1.6 puede ser cualquier conjunto no vacío.

Por lo que existe un número in�nito de espacios discretos�uno por cada conjunto X.
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1.1.7 De�niciones. Sean X un conjunto no vacío cualquiera y τ = {X,Ø}. Entonces
τ es llamada la topología indiscreta y (X,τ ) se dice que es un espacio indiscreto.

Una vez más tenemos que chequear que τ satisface las condiciones de las De�niciones 1.1.1,

y comprobar que es ciertamente una topología3.

Observemos nuevamente que el conjunto X en las De�niciones 1.1.7 puede ser cualquier

conjunto no vacío. Por lo que existe un número in�nito de espacios indiscretos�uno por cada

conjunto X.

En la introducción de este capítulo discutimos la importancia

de las demostraciones, y lo que involucra escribirlas. Nuestro

primer contacto con una demostración es en el Ejemplo 1.1.8 y la

Proposición 1.1.9. El estudiante debe estudiar estas demostraciones

cuidadosamente.

3
Nota del traductor: la topología indiscreta también se conoce como topología trivial o grosera.
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1.1.8 Ejemplo. Si X = {a, b, c} y τ es una topología sobre X con {a} ∈ τ , {b} ∈ τ y

{c} ∈ τ , demuestre que τ es la topología discreta.

Demostración.

Dado que τ es una topología y que {a} ∈ τ , {b} ∈ τ y {c} ∈ τ , se nos pide

demostrar que τ es la topología discreta; es decir, tenemos que demostrar que (según

las De�niciones 1.1.6) τ contiene todos los subconjuntos de X. Recuerde que τ es

una topología, y por lo tanto satisface las condiciones (i), (ii) y (iii) de las De�niciones

1.1.1.

Por lo que comenzaremos nuestra demostración anotando todos los subconjuntos de

X.

El conjunto X tiene 3 elementos, lo que implica que X tiene 23 subconjuntos distintos.

Ellos son: S1 = Ø, S2 = {a}, S3 = {b}, S4 = {c}, S5 = {a, b}, S6 = {a, c}, S7 = {b, c} y

S8 = {a, b, c} = X.

Se requiere demostrar que cada uno de estos conjuntos está en τ . Como τ es una topología,

las De�niciones 1.1.1 (i) implican que X y Ø están en τ ; es decir, S1 ∈ τ y S8 ∈ τ .

Es dado que {a} ∈ τ , {b} ∈ τ y {c} ∈ τ ; es decir, S2 ∈ τ , S3 ∈ τ y S4 ∈ τ .

Para completar la demostración, necesitamos mostrar que S5 ∈ τ , S6 ∈ τ y S7 ∈ τ . Pero

S5 = {a, b} = {a} ∪ {b}. Como {a} y {b} están en τ , las De�niciones 1.1.1 (ii) implican que su

unión también está en τ ; es decir, S5 = {a, b} ∈ τ .

Igualmente, S6 = {a, c} = {a} ∪ {c} ∈ τ y S7 = {b, c} = {b} ∪ {c} ∈ τ .

En los comentarios introductorios de este capítulo observamos que las matemáticas no son

un juego pasivo. Usted debe ser un participante activo. Por supuesto que su participación incluye

la realización de algunos de los ejercicios. Pero más que eso se espera de usted. Usted tiene que

re�exionar sobre el material que se le ha presentado.

Una de sus tareas es mirar los resultados que demostramos y hacerse preguntas pertinentes.

Por ejemplo, hemos demostrado que si cada uno de los conjuntos {a}, {b} y {c} está en τ y

X = {a, b, c}, entonces τ es la topología discreta. Usted debe preguntarse si éste no es más que

un ejemplo de un fenómeno más general; es decir, si (X,τ ) es cualquier espacio topológico tal que
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τ contiene cada conjunto unitario4, es τ necesariamente la topología discreta? La respuesta es

�sí�, y ésto es demostrado en la Proposición 1.1.9.

1.1.9 Proposición. Si (X,τ ) es un espacio topológico tal que, para cada x ∈ X, el

conjunto unitario {x} pertenece a τ , entonces τ es la topología discreta.

Demostración.

Este resultado es una generalización del Ejemplo 1.1.8. Consiguientemente, usted

pudiera esperar que la demostración sea similar. Sin embargo, nosotros no podemos

listar todos los subconjuntos de X como hicimos en el Ejemplo 1.1.8, porque X pudiera

ser un conjunto in�nito. No obstante, tenemos que demostrar que cada subconjunto

de X está en τ .

En este momento usted pudiera intentar demostrar el resultado para algunos casos

especiales, por ejemplo pudiera considerar que X está compuesto de 4, 5 o incluso

100 elementos. Pero este enfoque está condenado al fracaso. Recuerde nuestros

comentarios en este capítulo donde de�nimos una demostración matemática como un

argumento irrefutable. Nosotros no podemos producir un argumento irrefutable si sólo

consideramos unos pocos casos especiales, ni tampoco si consideramos un gran número

de casos. El argumento irrefutable tiene que cubrir todos los casos. Por lo que tenemos

que considerar el caso general de un conjunto X arbitrario y no vacío. De alguna forma

tenemos que demostrar que cada subconjunto de X está en τ .

Mirando nuevamente la demostración del Ejemplo 1.1.8, vemos que la clave es que

cada subconjunto de X es una unión de conjuntos unitarios de X, y ya sabemos que

todos los conjuntos unitarios están en τ . Este hecho también es cierto en el caso general.

Comenzamos la demostración anotando el hecho de que cada conjunto es una unión de sus

subconjuntos unitarios. Sea S cualquier subconjunto de X. Entonces

S =
∪
x∈S

{x}.

4
Nota del traductor: Traducción de �singleton set�.
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Como se conoce que cada {x} está en τ , las De�niciones 1.1.1 (ii) y la ecuación anterior implican

que S ∈ τ . Como S es un conjunto arbitrario de X, tenemos que τ la topología discreta.

El hecho de que todo conjunto S es una unión de sus subconjuntos unitarios es un resultado

que ocasionalmente usaremos en el libro en diferentes contextos. Note que esto se cumple incluso

cuando S = Ø, pues podemos formar lo que se conoce como una unión vacía, y así obtenemos

Ø como resultado.

Ejercicios 1.1

1. Sea X = {a, b, c, d, e, f}. Determine cuáles de las siguientes colecciones de subconjuntos de

X son una topología sobre X:

(a) τ 1 = {X, Ø, {a}, {a, f}, {b, f}, {a, b, f}};

(b) τ 2 = {X, Ø, {a, b, f}, {a, b, d}, {a, b, d, f}};

(c) τ 3 = {X, Ø, {f}, {e, f}, {a, f}}.

2. Sea X = {a, b, c, d, e, f}. ¾Cuáles de las siguientes colecciones de subconjuntos de X son

una topología sobre X? (Justi�que sus respuestas.)

(a) τ 1 = {X, Ø, {c}, {b, d, e}, {b, c, d, e}, {b}};

(b) τ 2 = {X, Ø, {a}, {b, d, e}, {a, b, d}, {a, b, d, e}};

(c) τ 3 = {X, Ø, {b}, {a, b, c}, {d, e, f}, {b, d, e, f}}.

3. Si X = {a, b, c, d, e, f} y τ es la topología discreta sobre X, ¾cuáles de las siguientes

a�rmaciones son verdaderas?

(a) X ∈ τ ; (b) {X} ∈ τ ; (c) {Ø} ∈ τ ; (d) Ø ∈ τ ;

(e) Ø ∈ X; (f) {Ø} ∈ X; (g) {a} ∈ τ ; (h) a ∈ τ ;

(i) Ø ⊆ X; (j) {a} ∈ X; (k) {Ø} ⊆ X; (l) a ∈ X;

(m) X ⊆ τ ; (n) {a} ⊆ τ ; (o) {X} ⊆ τ ; (p) a ⊆ τ .
[Consejo. Exactamente seis de las anteriores a�rmaciones son verdaderas.]

4. Sea (X,τ ) un espacio topológico cualquiera. Veri�que que la intersección de cualquier

número �nito de miembros de τ es un miembro de τ .
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[Consejo. Para demostrar este resultado use �inducción matemática�.]

5. Sea R el conjunto de todos los números reales. Demuestre que cada una de las siguientes

colecciones of subconjuntos de R es una topología.

(i) τ 1 está compuesta de R, Ø, y todo intervalo (−n, n), para cualquier entero positivo n;

(ii) τ 2 está compuesta de R, Ø, y todo intervalo [−n, n], para cualquier entero positivo n;

(iii) τ 3 está compuesta de R, Ø, y todo intervalo [n,∞), para cualquier entero positivo n.

6. Sea N el conjunto de todos los enteros positivos. Demuestre que cada una de los siguientes

colecciones de subconjuntos de N es una topología.

(i) τ 1 está compuesta de N, Ø, y todo conjunto {1, 2, . . . , n}, para cualquier entero positivo
n. (Ésta es la llamada topología del segmento inicial5.)

(ii) τ 2 está compuesta de N, Ø, y todo conjunto {n, n + 1, . . . }, para cualquier entero

positivo n. (Ésta es la llamada topología del segmento �nal6.)

7. Liste todas las topologías posibles sobre los conjuntos siguientes :

(i) X = {a, b} ;

(ii) Y = {a, b, c}.

8. Sea X un conjunto in�nito y τ una topología sobre X. Si cada subconjunto in�nito de X

está en τ , demuestre que τ es la topología discreta.

9.* Sea R el conjunto de todos los números reales. Exactamente tres de las siguientes diez

colecciones de subconjuntos de R son topologías. Identifíquelas y justi�que su respuesta.

(i) τ 1 está compuesta de R, Ø, y todo intervalo (a, b), para números reales cualesquiera a

y b con a < b ;

(ii) τ 2 está compuesta de R, Ø, y todo intervalo (−r, r), para cualquier número real positivo

r;

(iii) τ 3 está compuesta de R, Ø, y todo intervalo (−r, r), para cualquier número racional

positivo r;

5
Nota del traductor: Traducción de �initial segment topology�.

6
Nota del traductor: Traducción de ��nal segment topology�.
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(iv) τ 4 está compuesta de R, Ø, y todo intervalo [−r, r], para cualquier número racional

positivo r;

(v) τ 5 está compuesta de R, Ø, y todo intervalo (−r, r), para cualquier número irrational

positivo r;

(vi) τ 6 está compuesta de R, Ø, y todo intervalo [−r, r], para cualquier número irrational

positivo r;

(vii) τ 7 está compuesta de R, Ø, y todo intervalo [−r, r), para cualquier número real positivo

r;

(viii) τ 8 está compuesta de R, Ø, y todo intervalo (−r, r], para cualquier número real positivo

r;

(ix) τ 9 está compuesta de R, Ø, todo intervalo [−r, r], y todo intervalo (−r, r), para

cualquier número real positivo r;

(x) τ 10 está compuesta de R, Ø, todo intervalo [−n, n], y todo intervalo (−r, r), para

cualquier número entero positivo n y cualquier número real positivo r.

1.2 Conjuntos Abiertos, Conjuntos Cerrados, y Conjuntos

Abiertos y Cerrados

En vez de continuamente referirnos a �los miembros de τ �, es más conveniente dar a tales

conjuntos un nombre. Los llamaremos �conjuntos abiertos�. También le daremos un nombre a los

complementos de los conjuntos abiertos. Los llamaremos �conjuntos cerrados�. Esta terminología

no es ideal, pero se deriva de los llamados �intervalos abiertos� e �intervalos cerrados� de la recta

numérica real. Este tema será nuevamente abordado en el Capítulo 2.

1.2.1 De�nición. Sea (X,τ ) cualquier espacio topológico. Entonces los miembros de

τ son llamados conjuntos abiertos.
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1.2.2 Proposición. Si (X,τ ) es cualquier espacio topológico, entonces

(i) X y Ø son conjuntos abiertos,

(ii) la unión de cualquier número (�nito o in�nito) de conjuntos abiertos es un conjunto

abierto, y

(iii) la intersección de cualquier número �nito de conjunto abiertos es un conjunto abierto.

Demostración. Claramente (i) y (ii) son consecuencias triviales de la De�nición 1.2.1 y las

De�niciones 1.1.1 (i) y (ii). La condición (iii) se obtiene de la De�nición 1.2.1 y los Ejercicios 1.1

#4.

Leyendo la Proposición 1.2.2, una pregunta debió haberles saltado a la mente: la unión

de cualquier número �nito o in�nito de conjuntos abiertos es un conjunto abierto, mientras

que decimos que solamente intersecciones �nitas de conjuntos abiertos son abiertas. ¾Las

intersecciones in�nitas de conjuntos abiertos son siempre abiertas? El próximo ejemplo muestra

que la respuesta es �no�.

1.2.3 Ejemplo. Sean N el conjunto de todos los números enteros positivos y τ una colección

compuesta de Ø y cada subconjunto S de N tal que el complemento de S en N, N\S, es un conjunto
�nito. Es fácil veri�car que τ satisface las De�niciones 1.1.1, y por lo tanto es un topología sobre

N. (En la sección próxima discutiremos esta topología más a fondo, la cual es llamada la topología

co�nita.) Para cada número natural n, de�na el conjunto Sn de la siguiente forma:

Sn = {1} ∪ {n+ 1} ∪ {n+ 2} ∪ {n+ 3} ∪ · · · = {1} ∪
∞∪

m=n+1

{m}.

Claramente cada Sn es un conjunto abierto en la topología τ , pues su complemento es un conjunto

�nito. Sin embargo,
∞∩
n=1

Sn = {1}. (1)

Como el complemento de {1} no es N ni un conjunto �nito, {1} no es un conjunto abierto. Por lo

que (1) muestra que la intersección de los conjuntos abiertos Sn no es abierta.

Usted pudiera preguntarse: ¾cómo encontré el ejemplo presentado en el Ejemplo 1.2.3? ½La

respuesta no es atractiva! Fue usando el método de prueba y error.
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Si consideramos, por ejemplo, la topología discreta, veremos que toda intersección de

conjuntos abiertos es ciertamente abierta. Lo mismo es cierto para la topología indiscreta.

Entonces lo que usted necesita hacer son algunas suposiciones educadas.

Recuerde que para demostrar que la intersección de conjuntos abiertos no es necesariamente

abierta, ½sólo necesita encontrar un contraejemplo!

1.2.4 De�nición. Sea (X,τ ) un espacio topológico. Un subconjunto S de X es un

conjunto cerrado en (X,τ ) si su complemento en X, es decir X \ S, es abierto en (X,τ ).

En el Ejemplo 1.1.2, los conjuntos cerrados son

Ø, X, {b, c, d, e, f}, {a, b, e, f}, {b, e, f} y {a}.

Si (X,τ ) es un espacio discreto, entonces es obvio que cada subconjunto de X es un conjunto

cerrado. Sin embargo, en un espacio indiscreto, (X,τ ), los únicos conjuntos cerrados son X y Ø.

1.2.5 Proposición. Si (X,τ ) es un espacio topológico, entonces

(i) Ø y X son conjuntos cerrados,

(ii) la intersección de cualquier número (�nito o in�nito) de conjuntos cerrados es un

conjunto cerrado y

(iii) la unión de cualquier número �nito de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Demostración. (i) sigue inmediatamente de la Proposición 1.2.2 (i) y la De�nición 1.2.4,

puesto que el complemento de X es Ø y el complemento de Ø es X.

Sean S1, S2, . . . , Sn conjuntos cerrados. Para demostrar que (iii) es cierto, necesitamos

demostrar que S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn es un conjunto cerrado. Para ello es su�ciente mostrar, por

la De�nición 1.2.4, que X \ (S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn) es un conjunto abierto.

Como S1, S2, . . . , Sn son conjuntos cerrados, sus complementos X \ S1, X \ S2, . . . , X \ Sn

son conjuntos abiertos. Pero

X \ (S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn) = (X \ S1) ∩ (X \ S2) ∩ · · · ∩ (X \ Sn)
7. (1)

7
Nota de traductor: Esta identidad es conocida como �Ley de De Morgan�.
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Como el miembro derecho de (1) es un intersección �nita de conjuntos abiertos, él es un

conjunto abierto. Por lo que el miembro izquierdo de (1) es un conjunto abierto. Por consiguiente,

S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn es un conjunto cerrado, y (iii) es verdadera.

La demostración de (ii) es similar a la de (iii). [Sin embargo, debe leer la advertencia en la

demostración del Ejemplo 1.3.9.]

Advertencia. Los nombres �abierto� y �cerrado� frecuentemente llevan a novicios en el mundo

de la topología a cometer errores. A pesar de los nombres, ½algunos conjuntos abiertos son

también conjuntos cerrados! Además, ½algunos conjuntos no son abiertos ni cerrados! En efecto,

si consideramos el ejemplo Ejemplo 1.1.2, vemos que

(i) el conjunto {a} es tanto abierto como cerrado;

(ii) el conjunto {b, c} no es abierto ni cerrado;

(iii) el conjunto {c, d} es abierto pero no cerrado;

(iv) el conjunto {a, b, e, f} es cerrado pero no abierto.

En un espacio discreto, cada conjunto es tanto abierto como cerrado, mientras que en un

espacio indiscreto (X,τ ), todos los subconjuntos de X, con la excepción de X y Ø, no son ni

abiertos ni cerrados.

Para enfatizar el hecho de que un conjunto puede ser tanto abierto como cerrado, introducimos

la de�nición siguiente.

1.2.6 De�nición. Un subconjunto S de un espacio topológico (X,τ ) es abierto y

cerrado si es tanto un conjunto abierto como un conjunto cerrado en (X,τ ).

En cada espacio topológico (X,τ ), tanto X como Ø son conjuntos abiertos y cerrados8.

En un espacio discreto, todos los subconjuntos de X son abiertos y cerrados.

En un espacio indiscreto, los únicos conjuntos abiertos y cerrados son X y Ø.

8
Nota del traductor: Actualmente, como traducción de �conjunto abierto y cerrado� al idioma inglés, la frase

�clopen set� es generalmente aceptada.
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Ejercicios 1.2

1. Liste todos los 64 subconjuntos del conjunto X en el Ejemplo 1.1.2. Escriba, al lado de cada

conjunto, si es (i) abierto y cerrado; (ii) ni abierto ni cerrado; (iii) abierto pero no cerrado;

(iv) cerrado pero no abierto.

2. Sea (X,τ ) un espacio topológico con la propiedad de que cada subconjunto es cerrado.

Demuestre que (X,τ ) es un espacio discreto.

3. Observe que si (X,τ ) es un espacio discreto o indiscreto, entonces cada conjunto abierto es

también un conjunto cerrado. Encuentre una topología τ sobre el conjunto X = {a, b, c, d}
que no sea discreta o indiscreta pero tenga la propiedad de que cada conjunto abierto también

sea cerrado.

4. Sea X un conjunto in�nito. Si τ es una topología sobre X tal que cada subconjunto in�nito

de X es cerrado, demuestre que τ es la topología discreta.

5. Sea X un conjunto in�nito y τ una topología sobre X con la propiedad de que el único

subconjunto in�nito de X que es abierto es el propio X. ¾Es (X,τ ) necesariamente un

espacio indiscreto?

6. (i) Sea τ una topología sobre un conjunto X tal que τ consta precisamente de cuatro

conjuntos; es decir, τ = {X,Ø, A,B}, donde A and B son conjuntos propios y no

vacíos de X. [A es un subconjunto propio de X si A ⊆ X y A ̸= X, ésto se denota

por A ⊂ X.] Muestre que A y B tienen que satisfacer exactamente una de las siguientes

condiciones:
(a) B = X \ A; (b) A ⊂ B; (c) B ⊂ A.

[Consejo. Primeramente muestre que A y B tienen que satisfacer al menos una de las

condiciones y luego que no pueden satisfacer más de una de ellas.]

(ii) Usando (i) liste todas las topologías sobre X = {1, 2, 3, 4} que constan de exactamente

cuatro conjuntos.
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1.3 La Topología Co�nita

Es usual de�nir una topología sobre un conjunto especi�cando cuales conjuntos son abiertos. Sin

embargo, a veces es más natural describir la topología especi�cando cuales conjuntos son cerrados.

La próxima de�nición brinda un ejemplo de este tipo.

1.3.1 De�nición. Sea X un conjunto no vacío. Una topología τ sobre X es llamada

topología co�nita si los conjuntos cerrados de X son X y todos los subconjuntos �nitos

de X; es decir, los conjuntos abiertos son Ø y todos los subconjuntos de X que tienen

complemento �nito.

Una vez más es necesario chequear que τ en la De�nición 1.3.1 es ciertamente una topología;

es decir, que satisface cada una de las condiciones de las De�niciones 1.1.1.

Note que la De�nición 1.3.1 no dice que cada topología que tenga a X y a los subconjuntos

�nitos de X como conjuntos cerrados es la topología co�nita. Éstos tienen que ser los únicos

conjuntos cerrados de la topología. [Por supuesto, en la topología discreta sobre cualquier conjunto

X, el conjunto X y todos los subconjuntos �nitos de X son ciertamente cerrados, pero también

lo son todos los otros subconjuntos de X.]

En la topología co�nita todos los conjuntos �nitos son cerrados. Sin embargo, el siguiente

ejemplo muestra que los subconjuntos in�nitos no tienen que ser abiertos.

1.3.2 Ejemplo. Si N es el conjunto de todos los números enteros positivos, entonces conjuntos

como {1}, {5, 6, 7}, {2, 4, 6, 8} son �nitos, y por consiguiente cerrados en la topología co�nita.

Consecuentemente, sus complementos

{2, 3, 4, 5, . . .}, {1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, . . .}, {1, 3, 5, 7, 9, 10, 11, . . .}

son conjuntos abiertos en la topología co�nita. Por otro lado, el conjunto de los enteros positivos

pares no es un conjunto cerrado puesto que no es �nito, y por consiguiente su complemento, el

conjunto de los enteros positivos impares, no es un conjunto abierto en la topología co�nita.

Por lo que, aunque todos los conjuntos �nitos son cerrados, no todos los conjuntos in�nitos

son abiertos.
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1.3.3 Ejemplo. Sea τ la topología co�nita sobre un conjunto X. Si X tiene al menos 3

subconjuntos distintos que son abiertos y cerrados, demuestre que X es un conjunto �nito.

Demostración.

Sabemos que τ es la topología co�nita, y que existen al menos 3 subconjuntos distintos

que son abiertos y cerrados.

Tenemos que demostrar que X es un conjunto �nito.

Recuerde que si τ es la topología co�nita, la familia de todos los conjuntos cerrados

está formada por X y todos los subconjuntos �nitos de X.

También recuerde que en cada espacio topológico existen al menos dos conjuntos

abiertos y cerrados, X y Ø. (Vea el comentario que inmediatamente sigue la De�nición

1.2.6.) Pero se nos informó que en el espacio (X,τ ) existen al menos 3 subconjuntos

distintos que son abiertos y cerrados. Ésto implica que existe un conjunto abierto y

cerrado diferente de Ø y X. ½Por lo que tendremos que mirar cuidadosamente este otro

conjunto!

Como nuestro espacio (X,τ ) tiene 3 subconjuntos distintos que son abiertos y cerrados,

sabemos que existe un conjunto abierto y cerrado S de X tal que S ̸= X y S ̸= Ø. Como S es

abierto en (X,τ ), la De�nición 1.2.4 implica que su complemento X \ S es un conjunto cerrado.

Por lo tanto, S y X \ S son cerrados en la topología co�nita τ . Por consiguiente, S y X \ S
son ambos �nitos, pues los dos son distintos de X. Pero X = S ∪ (X \ S) y por lo tanto X es la

unión de dos conjuntos �nitos. De esta manera, X es un conjunto �nito, como se requería.

Ahora conocemos tres topologías distintas que podemos de�nir sobre cualquier conjunto

in�nito�y existen muchas más. Las tres que conocemos son la topología discreta, la topología

indiscreta, y la topología co�nita. Por lo que tenemos que ser cuidadosos cuando especi�quemos

la topología sobre un conjunto.

Por ejemplo, el conjunto {n : n ≥ 10} es abierto en la topología co�nita sobre el conjunto de

los números naturales, pero no es abierto en la topología indiscreta. El conjunto de los números

naturales impares es abierto en la topología discreta sobre el conjunto de los números naturales,

pero no es abierto en la topología co�nita.
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Ahora damos algunas de�niciones que probablemente usted ya conozca.

1.3.4 De�niciones. Sea f una función de un conjunto X en un conjunto Y .

(i) La función f se llama inyectiva si f(x1) = f(x2) implica x1 = x2, para x1, x2 ∈ X;

(ii) La función f se llama sobreyectiva si para cada y ∈ Y existe un x ∈ X tal que

f(x) = y;

(iii) La función f se llama biyectiva si es tanto inyectiva como sobreyectiva.

1.3.5 De�niciones. Sea f una función de un conjunto X en un conjunto Y . La función

f tiene una inversa si existe una función g de Y en X tal que g(f(x)) = x, para toda

x ∈ X y f(g(y)) = y, para toda y ∈ Y . La función g se llama función inversa de f .

La demostración de la proposición siguiente es dejada como ejercicio al estudiante.

1.3.6 Proposición. Sea f una función de un conjunto X en un conjunto Y .

(i) La función f tiene una inversa si, y sólo si, f es biyectiva.

(ii) Sean g1 y g2 funciones de Y en X. Si g1 y g2 son ambas funciones inversas de f , entonces

g1 = g2; es decir, g1(y) = g2(y), para toda y ∈ Y .

(iii) Sea g una función de Y en X. Entonces g es una función inversa de f si, y sólo si, f es

una función inversa de g.

Advertencia. Es un error bastante común de los estudiantes pensar que una función es inyectiva

si �transforma un punto en otro punto�.

Todas las funciones transforman un punto en otro punto. Ciertamente ésto es parte de la

de�nición de una función.

Una función inyectiva es una función que transforma puntos diferentes en puntos diferentes.
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Ahora tratamos una noción muy importante que usted pudiera no conocer.

1.3.7 De�nición. Sea f una función de un conjunto X en un conjunto Y . Si S es

cualquier subconjunto de Y , entonces el conjunto f−1(S) es de�nido por

f−1(S) = {x : x ∈ X and f(x) ∈ S}.

El subconjunto f−1(S) of X se llama la imagen inversa de S.

Note que una función inversa de f : X → Y existe si, y sólo si, f es biyectiva. Pero la

imagen inversa de cualquier subconjunto de Y existe incluso si f no es inyectiva ni sobreyectiva.

El próximo ejemplo demuestra ésto.

1.3.8 Ejemplo. Sea f una función del conjunto de los enteros, Z, en el mismo, dada por

f(z) = |z|, para cada z ∈ Z.

La función f no es inyectiva, pues f(1) = f(−1).

No es tampoco sobreyectiva, pues no existe z ∈ Z, tal que f(z) = −1. Por lo que f no es

biyectiva. Por consiguiente, por la Proposición 1.3.6 (i), f no tiene función inversa. Sin embargo

las imágenes inversas ciertamente existen. Por ejemplo,

f−1({1, 2, 3}) = {−1,−2,−3, 1, 2, 3}

f−1({−5, 3, 5, 7, 9}) = {−3,−5,−7,−9, 3, 5, 7, 9}. 2

Concluimos esta sección con un ejemplo interesante.

1.3.9 Ejemplo. Sea (Y,τ ) un espacio topológico y X un conjunto no vacío. Además, sea f

una función de X en Y . Ponga τ 1 = {f−1(S) : S ∈ τ }. Demuestre que τ 1 es una topología sobre

X.

Demostración.

Nuestra tarea es mostrar que la colección de conjuntos, τ 1, es una topología sobre X;

es decir, tenemos que mostrar que τ 1 satisface las condiciones (i), (ii) y (iii) de las

De�niciones 1.1.1.
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X ∈ τ 1 pues X = f−1(Y ) y Y ∈ τ .

Ø ∈ τ 1 pues Ø = f−1(Ø) y Ø ∈ τ .

Por lo tanto, τ 1 posee la propiedad (i) de las De�niciones 1.1.1.

Para veri�car la condición (ii) de las De�niciones 1.1.1, de�na {Aj : j ∈ J} como una

colección de miembros de τ 1 , para algún conjunto J de índices. Tenemos que demostrar que∪
j∈J Aj ∈ τ 1. Como Aj ∈ τ 1, la de�nición de τ 1 implica que Aj = f−1(Bj), donde Bj ∈ τ .

Además
∪

j∈J Aj =
∪

j∈J f
−1(Bj) = f−1

(∪
j∈J Bj

)
. [Vea los Ejercicios 1.3 # 1.]

Como Bj ∈ τ , para todo j ∈ J , tenemos
∪

j∈J Bj ∈ τ , pues τ es una topología sobre Y .

Por lo tanto, por la de�nición de τ 1, f
−1
(∪

j∈J Bj

)
∈ τ 1; es decir,

∪
j∈J Aj ∈ τ 1.

Por consiguiente, τ 1 posee la propiedad (ii) de las De�niciones 1.1.1.

[Advertencia. Se le recuerda que no todos los conjuntos son numerables. (Vea el Apéndice

para comentarios sobre conjuntos numerables.) Por lo que no sería su�ciente, en el argumento

anterior, asumir que los conjuntos A1, A2. . . . , An, . . . están en τ 1 y mostrar que la unión

A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An ∪ . . . está en τ 1. Ésto demostraría solamente que la unión de un número

numerable de conjuntos en τ 1 está en τ 1, pero no demostraría que τ 1 posee la propiedad

(ii) de las De�niciones 1.1.1� esta propiedad requiere que todas las uniones, numerables o no

numerables, de conjuntos de τ 1 estén en τ 1.]

Finalmente, sean A1 y A2 dos conjuntos en τ 1. Tenemos que mostrar que A1 ∩ A2 ∈ τ 1.

Como A1, A2 ∈ τ 1, A1 = f−1(B1) yA2 = f−1(B2), donde B1, B2 ∈ τ .

A1 ∩ A2 = f−1(B1) ∩ f−1(B2) = f−1(B1 ∩B2). [Vea los Ejercicios 1.3 #1.]

Como B1 ∩ B2 ∈ τ , tenemos que f−1(B1 ∩ B2) ∈ τ 1. Por consiguiente, A1 ∩ A2 ∈ τ 1, y

hemos demostrado que τ 1 también posee la propiedad (iii) de las De�niciones 1.1.1.

Por lo que τ 1 es ciertamente una topología sobre X.
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Ejercicios 1.3

1. Sea f una función de un conjunto X en un conjunto Y . Entonces en el Ejemplo 1.3.9 usamos

que

f−1
( ∪
j∈J

Bj

)
=
∪
j∈J

f−1(Bj) (1)

y

f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2) (2)

para cualesquiera subconjuntos Bj de Y , y cualquier conjunto J de índices.

(a) Demuestre que (1) es verdadero.

[Consejo. Comience la demostración seleccionando un elemento arbitrario x del

conjunto de la parte izquierda y muestre que x pertenece al conjunto de la parte derecha.

Luego haga lo contrario.]

(b) Demuestre que (2) es verdadero.

(c) Encuentre conjuntos (concretos) A1, A2, X y Y , y una función f : X → Y tal que

f(A1 ∩ A2) ̸= f(A1) ∩ f(A2), donde A1 ⊆ X y A2 ⊆ X.

2. Es la topología τ descrita en los Ejercicios 1.1 #6 (ii) la topología co�nita? (Justi�que su

respuesta.)

3. Un espacio topológico (X,τ ) se llama T1-espacio si cada conjunto unitario {x} es cerrado

en (X,τ ). Muestre que exactamente dos de los siguientes nueve espacios topológicos son

T1-espacios. (Justi�que su respuesta.)

(i) un espacio discreto;

(ii) un espacio indiscreto con al menos dos elementos;

(iii) un conjunto in�nito con la topología co�nita;

(iv) Ejemplo 1.1.2;

(v) Ejercicios 1.1 #5 (i);

(vi) Ejercicios 1.1 #5 (ii);

(vii) Ejercicios 1.1 #5 (iii);

(viii) Ejercicios 1.1 #6 (i);
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(ix) Ejercicios 1.1 #6 (ii).

4. Sea τ la topología co�nita sobre un conjunto X. Si τ es además la topología discreta,

demuestre que el conjunto X es �nito.

5. Un espacio topológico (X,τ ) se llama un T0-espacio si para cada par de elementos distintos

a, b en X, o existe un conjunto abierto que contiene a y no b, o existe un conjunto abierto

que contiene b y no a.

(i) Demuestre que todo T1-espacio es un T0-espacio.

(ii) ¾Cuáles de los incisos (i)�(vi) en el Ejercicio 3 anterior son T0-espacios? (Justi�que su

respuesta.)

(iii) De�na una topología τ sobre el conjunto X = {0, 1} tal que (X,τ ) sea un T0-

espacio pero no un T1-espacio. [El espacio topológico que se obtiene se llama espacio

Sierpinski.]

(iv) Demuestre que cada uno de los espacios topológicos descritos en los Ejercicios 1.1 #6

es un T0-espacio. (Observe que en el Ejercicio 3 anterior vimos que ninguno es un

T1-espacio.)

6. Sea X un conjunto in�nito cualquiera. La topología numerable-cerrada se de�ne como

la topología que tiene como sus conjuntos cerrados al conjunto X y a todos los subconjuntos

numerables de X. Demuestre que ésta es ciertamente un topología sobre X.

7. Sean τ 1 y τ 2 dos topologías sobre un conjunto X. Demuestre cada una de las siguientes

a�rmaciones.

(i) Si τ 3 es de�nida por τ 3 = τ 1 ∪ τ 2, entonces τ 3 no es necesariamente una topología

sobre X. (Justi�que su respuesta, encontrando un ejemplo concreto.)

(ii) Si τ 4 es de�nida por τ 4 = τ 1 ∩ τ 2, entonces τ 4 es una topología sobre X. (La

topología τ 4 se llama intersección de las topologías τ 1 and τ 2.)

(iii) Si (X,τ 1) y (X,τ 2) son T1-espacios, entonces (X,τ 4) es también un T1-espacio.

(iv) Si (X,τ 1) y (X,τ 2) son T0-espacios, entonces (X,τ 4) no es necesariamente un T0-

espacio. (Justi�que su respuesta encontrando un ejemplo concreto.)
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(v) Si τ 1,τ 2, . . . ,τ n son topologías sobre un conjunto X, entonces τ =
n∩

i=1

τ i es un

topología sobre X.

(vi) Si para cada i ∈ I, para algún conjunto I de índices, cada τ i es una topología sobre el

conjunto X, entonces τ =
∩
i∈I
τ i es un topología sobre X.

1.4 Postdata

En este capítulo introducimos la fundamental noción de espacio topológico. Como ejemplos,

vimos varios espacios topológicos �nitos9, así como también espacios discretos, espacios indiscretos

y espacios con la topología co�nita. Ninguno de éstos constituye un ejemplo particularmente

importante en los que respecta a aplicaciones. Sin embargo, en los Ejercicios 4.3 #8, se hace

notar que todo espacio topológico in�nito �contiene� un espacio topológico in�nito con una de las

siguientes cinco topologías: la topología indiscreta, la topología discreta, la topología co�nita, la

topología del segmento inicial, o la topología del segmento �nal de los Ejercicios 1.1 #6. En el

próximo capítulo describiremos la muy importante topología euclidiana.

En nuestro caminos nos encontramos con los términos �conjunto abierto� y �conjunto cerrado�,

y fuimos advertidos que estos nombres pueden ser engañosos. Un conjunto puede ser tanto abierto

como cerrado, ni abierto ni cerrado, abierto pero no cerrado, o cerrado pero no abierto. Es

importante recordar que no podemos demostrar que un conjunto es abierto mostrando que no es

cerrado.

Además de las de�niciones de topología, espacio topológico, conjunto abierto, y conjunto

cerrado, el tema más signi�cativo cubierto fue la escritura de demostraciones.

En los comentarios iniciales de este capítulo, señalamos la importancia de aprender a escribir

demostraciones. En el Ejemplo 1.1.8, la Proposición 1.1.9, y el Ejemplo 1.3.3, hemos visto como

�examinar� una demostración. Es esencial que el estudiante desarrolle sus propias habilidades para

escribir demostraciones. Buenos ejercicios para lograr este objetivo incluyen los Ejercicios 1.1 #8,

los Ejercicios 1.2 #2,4, y los Ejercicios 1.3 #1,4.

Algunos estudiantes se confunden por la noción de topología, pues involucra �conjuntos de

conjuntos�. Para chequear su comprensión, haga los Ejercicios 1.1 #3.

9Para nosotros un espacio topológico �nito es un espacio topológico (X,τ ) donde el conjunto X es �nito.
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Los ejercicios incluyeron las nociones de T0-espacio y T1-espacio, los cuáles serán introducidos

formalmente más adelante. Éstos son conocidos como propiedades de separación.

Finalmente enfatizamos la importancia de las imágenes inversas. Éstas son tratadas en el

Ejemplo 1.3.9 y en los Ejercicios 1.3 #1. Nuestra de�nición de función continua dependerá de la

noción de imagen inversa.



Chapter 2

La Topología Euclidiana

Introducción

En una película o una novela usualmente existen varios protagonistas alrededor de los cuales la

trama se desarrolla. En la trama de la topología, la topología Euclidiana sobre el conjunto de

los números reales es uno de los protagonistas. Ciertamente, es un ejemplo tan importante que

frecuentemente recurriremos a él para futuros análisis e inspiración.

Denote por R el conjunto de todos los números reales. En el Capítulo 1 vimos tres topologías

que pueden ser de�nidas sobre cualquier conjunto: la topología discreta, la topología indiscreta

y la topología co�nita. Por lo que ya conocemos tres topologías que podemos de�nir sobre el

conjunto R. Otras seis topologías sobre R fueron de�nidas en los Ejercicios 1.1 #5 y #9. En

este capítulo describiremos una topología sobre R que es mucho más importante e interesante, la

topología Euclidiana.

El análisis de la topología Euclidiana nos guiará a la noción de �base de una topología�. En

el estudio de álgebra lineal aprendimos que cada espacio vectorial tiene una base, y que cada

vector es una combinación lineal de los miembros de la base. Igualmente, en un espacio topológico

cada conjunto abierto puede ser expresado como una unión de miembros de una base del espacio.

Ciertamente, un conjunto es abierto si, y sólo si, es una unión de miembros de la base.

34
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2.1 La Topología Euclidiana sobre RRR

2.1.1 De�nición. Un subconjunto S de R se llama abierto en la topología Euclidiana

sobre R si tiene la propiedad siguiente:

(∗) Por cada x ∈ S, existen a, b en R, con a < b, tal que x ∈ (a, b) ⊆ S.

Notación. Siempre que nos re�ramos al espacio topológico R sin especi�car la topología,

asumiremos R con la topología Euclidiana.

2.1.2 Observaciones. (i) La �topología Euclidiana� τ es una topología.

Demostración.

Tenemos que demostrar que τ satisface las condiciones (i), (ii), y (iii) de las De�niciones

1.1.1.

Conocemos que un conjunto está en τ si, y sólo si, tiene la propiedad (∗).

Primeramente, mostramos que R ∈ τ . Sea x ∈ R. Si ponemos a = x − 1 y b = x + 1,

entonces x ∈ (a, b) ⊆ R; es decir, R tiene la propiedad (∗) y por lo tanto, R ∈ τ . En segundo

lugar, Ø ∈ τ pues Ø tiene la propiedad (∗) por defecto.

Sea {Aj : j ∈ J} una familia de miembros de τ , para algún conjunto J de índices. Entonces

tenemos que mostrar que
∪

j∈J Aj ∈ τ ; es decir, tenemos que mostrar que
∪

j∈J Aj tiene la

propiedad ∗. Sea x ∈
∪

j∈J Aj. Entonces x ∈ Ak, para algún k ∈ J . Como Ak ∈ τ , existen
a y b en R con a < b tal que x ∈ (a, b) ⊆ Ak. Como k ∈ J , Ak ⊆

∪
j∈J Aj y por lo tanto

x ∈ (a, b) ⊆
∪

j∈J Aj. Por consiguiente,
∪

j∈J Aj tiene la propiedad (∗), y de esta forma está en τ ,
como era requerido.

Finalmente, tome A1 y A2 en τ . Tenemos que mostrar que A1 ∩ A2 ∈ τ . Sea y ∈ A1 ∩ A2,

entonces y ∈ A1. Como A1 ∈ τ , existen a y b en R con a < b tal que y ∈ (a, b) ⊆ A1. Además

y ∈ A2 ∈ τ . Por lo que existen c y d en R con c < d tal que y ∈ (c, d) ⊆ A2. Sea e el mayor de a

y c, y f el menor de b y d. Se puede chequear fácilmente que e < y < f, y por lo tanto y ∈ (e, f).

Como (e, f) ⊆ (a, b) ⊆ A1 and (e, f) ⊆ (c, d) ⊆ A2, deducimos que y ∈ (e, f) ⊆ A1 ∩ A2. Por

consiguiente, A1 ∩ A2 tiene la propiedad (∗), implicando que está en τ .

Consecuentemente, τ es ciertamente una topología sobre R. 2
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Ahora procedemos a describir los conjuntos abiertos y los conjuntos cerrados en la topología

Euclidiana sobre R. En particular, veremos que todos los intervalos abiertos son en efecto conjuntos

abiertos en esta topología y que todos los intervalos cerrados son conjuntos cerrados.

(ii) Sean r, s ∈ R con r < s. En la topología Euclidiana τ sobre R, el intervalo abierto

(r, s) ciertamente pertenece a τ , siendo por lo tanto un conjunto abierto.

Demostración.

Sabemos que (r, s) es un intervalo abierto, y tenemos que mostrar que (r, s) es abierto

en la topología Euclidiana; es decir, tenemos que mostrar que (r, s) tiene la propiedad

(∗) de la la De�nición 2.1.1.

Por lo que comenzaremos tomando x ∈ (r, s), y queremos encontrar a y b en R con

a < b tal que x ∈ (a, b) ⊆ (r, s).

Sea x ∈ (r, s). Escoja a = r y b = s. Entonces claramente

x ∈ (a, b) ⊆ (r, s).

Por lo que, (r, s) es un conjunto abierto en la topología Euclidiana. 2

(iii) Los intervalos abiertos (r,∞) and (−∞, r) son conjuntos abiertos en R, para cada

número real r.

Demostración.

Primeramente, mostraremos que (r,∞) es un conjunto abierto; es decir, que tiene la

propiedad (∗).

Para mostrar esto, tomamos x ∈ (r,∞) y buscamos a, b ∈ R tal que

x ∈ (a, b) ⊆ (r,∞).

Sea x ∈ (r,∞). Ponga a = r y b = x + 1. Entonces x ∈ (a, b) ⊆ (r,∞) y por lo tanto

(r,∞) ∈ τ .

Un argumento similar muestra que (−∞, r) es un conjunto abierto en R. 2
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(iv) Es importante notar que mientras cada intervalo abierto es un conjunto abierto en R,
lo contrario es falso. No todos los conjuntos abiertos en R son intervalos. Por ejemplo, el conjunto

(1, 3) ∪ (5, 6) es un conjunto abierto en R, pero no es un intervalo abierto. Incluso el conjunto∪∞
n=1(2n, 2n+ 1) es un conjunto abierto en R. 2

(v) Para cada c y d en R con c < d, el intervalo cerrado [c, d] no es un conjunto abierto en

R.

Demostración.

Tenemos que mostrar que [c, d] no posee la propiedad (∗).

Para hacer esto, es su�ciente encontrar un x para el cual no existan a, b que tengan

la propiedad (∗).

Claramente, c y d son puntos especiales en el intervalo [c, d]. Por lo que escogeremos

x = c y mostraremos que no existen a, b con la propiedad requerida.

Aquí usamos el método de demostración llamado demostración por contradicción.

Suponemos que existen a y b con la propiedad requerida y mostramos que esto lleva a

una contradicción, es decir, algo que es falso. Consecuentemente, ½la suposición es falsa!

Por lo que, no existen tales a y b, y obtenemos que [c, d] no posee la propiedad (∗), y
como consecuencia, no es conjunto abierto.

Observe que c ∈ [c, d]. Suponga que existen a y b en R con a < b tal que c ∈ (a, b) ⊆ [c, d].

Entonces, c ∈ (a, b) implica que a < c < b, y por lo tanto, a < c+a
2

< c < b. Como consecuencia,
c+a
2

∈ (a, b) y c+a
2

/∈ [c, d]. Por consiguiente, (a, b) ̸⊆ [c, d], lo cual es una contradicción. Por lo que

no existen a y b tal que c ∈ (a, b) ⊆ [c, d]. De este modo, [c, d] no posse la propiedad (∗), y por lo

tanto [c, d] /∈ τ . 2

(vi) Por cada a y b en R con a < b, el intervalo cerrado [a, b] es un conjunto cerrado en la

topología Euclidiana sobre R.

Demostración. Para ver que [a, b] es cerrado, solamente tenemos que observar que, como

su complemento (−∞, a) ∪ (b,∞) es la unión de dos conjuntos abiertos, (−∞, a) ∪ (b,∞) es un

conjunto abierto. 2
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(vii) Cada conjunto unitario {a} es cerrado en R.

Demostración. El complemento de {a} es la unión de los dos conjuntos abiertos (−∞, a) and

(a,∞), por lo que es un conjunto abierto. Como resultado, {a} es cerrado en R, como se requería.

[En la terminología de los Ejercicios 1.3 #3, esto nos dice que R es un T1-espacio.] 2

(viii) Note que podíamos haber incluido (vii) en (vi) simplemente reemplazando �a < b� por

�a ≤ b�. El conjunto unitario {a} no es más que el caso degenerado del intervalo cerrado [a, b]. 2

(ix) El conjunto Z de todos los enteros es un subconjunto cerrado de R.

Demostración. El complemento de Z es la unión
∪∞

n=−∞(n, n + 1) de subconjuntos abiertos

(n, n+ 1) de R, por lo que es abierto en R. Por consiguiente, Z es cerrado en R. 2

(x) El conjunto Q de todos los números racionales no es un subconjunto cerrado de R ni

es un subconjunto abierto de R.

Demostración.

Mostraremos que Q no es un conjunto abierto demostrando que éste no posee la

propiedad (∗).

Para hacer esto, basta con mostrar que Q no contiene ningún intervalo (a, b) con

a < b.

Suponga que (a, b) ⊆ Q, donde a y b están en R con a < b. Entre cualesquiera dos números

reales distintos existe un número irracional. (¾Puede probarlo?) Por consiguiente, existe c ∈ (a, b)

tal que c /∈ Q. Esto contradice el hecho de que (a, b) ⊆ Q. Como resultado, Q no contiene ningún

intervalo (a, b), por lo que no es un conjunto abierto.

Para probar que Q no es un conjunto cerrado basta con demostrar que R\Q no es un conjunto

abierto. Usando el hecho de que entre cualesquiera dos números reales distintos existe un número

racional, vemos que R \ Q no contiene ningún intervalo (a, b) con a < b. Por lo que R \ Q no es

abierto en R, y por consecuencia Q no es cerrado en R. 2
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(xi) En el Capítulo 3 demostraremos que los únicos subconjuntos abiertos y cerrados de R
son los triviales, es decir, R y Ø. 2

Ejercicios 2.1

1. Demuestre que si a, b ∈ R con a < b entonces ni [a, b) ni (a, b] es un subconjunto abierto de

R. También muestre que ninguno de los dos es un subconjunto cerrado de R.

2. Demuestre que los conjuntos [a,∞) y (−∞, a] son subconjuntos cerrados de R.

3. Muestre, a través de un ejemplo, que la unión de un número in�nito de subconjuntos cerrados

de R no es necesariamente un subconjunto cerrado de R.

4. Demuestre cada una de las a�rmaciones siguientes.

(i) El conjunto Z de todos los enteros no es un subconjunto abierto de R.

(ii) El conjunto S de todos los números primos es un subconjunto cerrado de R, pero no es
subconjunto abierto de R.

(iii) El conjunto P de todos los números irracionales no es subconjunto cerrado ni es un

subconjunto abierto de R.

5. Si F es un subconjunto �nito y no vacío de R, muestre que F es cerrado en R, pero no es

abierto en R.

6. Si F es un subconjunto numerable y no vacío de R, demuestre que F no es un conjunto

abierto.

7. (i) Sea S = {0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, . . . , 1/n, . . .}. Demuestre que el conjunto S es cerrado

en la topología Euclidiana sobre R.
(ii) ¾Es el conjunto T = {1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, . . . , 1/n, . . .} cerrado en R?

(iii) ¾Es el conjunto {
√
2, 2

√
2, 3

√
2, . . . , n

√
2, . . . } cerrado en R?
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8. (i) Sea (X,τ ) un espacio topológico. Un subconjunto S de X se llama Fσ-conjunto si

es la unión de un número numerable de conjuntos cerrados. Demuestre que todos los

intervalos abiertos (a, b) y todos los intervalos cerrados [a, b] son Fσ-conjuntos en R.

(ii) Sea (X,τ ) un espacio topológico. Un subconjunto T de X se llama Gδ-conjunto si es

la intersección de un número numerable de conjuntos abiertos. Demuestre que todos

los intervalos abiertos (a, b) y todos los intervalos cerrados [a, b] son Gδ-conjuntos en R.

(iii) Demuestre que el conjunto Q de los racionales es un un Fσ-conjunto en R. (En los

Ejercicios 6.5#3 demostraremos que Q no es un Gδ-conjunto en R.)

(iv) Veri�que que el complemento de un Fσ-conjunto es unGδ-conjunto y que el complemento

de un Gδ-conjunto es un Fσ-conjunto.

2.2 Base de una Topología

Las Observaciones 2.1.2 nos permiten describir la topología Euclidiana sobre R de una manera

más conveniente. Para hacerlo, debemos introducir la noción de base de una topología.

2.2.1 Proposición. Un subconjunto S de R es abierto si, y sólo si, es la unión de

intervalos abiertos.

Demostración.

Tenemos que demostrar que S es abierto si, y sólo si, es la unión de intervalos abiertos;

es decir, tenemos que mostrar que

(i) si S es una unión de intervalos abiertos, entonces S es un conjunto abierto, y

(ii) si S es un conjunto abierto, entonces S es la unión de intervalos abiertos.

Asuma que S es una unión de intervalos abiertos; es decir, existen intervalos abiertos (aj, bj),

donde j pertenece a algún conjunto J de índices, tal que S =
∪

j∈J(aj, bj). Por las Observaciones

2.1.2 (ii), cada intervalo abierto (aj, bj) es un conjunto abierto. Por lo que S es una unión de

conjuntos abiertos, y por consecuencia S es un conjunto abierto.

Por otro lado, asuma que S es abierto en R. Entonces para cada x ∈ S, existe un intervalo

Ix = (a, b) con a < b tal que x ∈ Ix ⊆ S. Ahora demostremos que S =
∪

x∈S Ix.
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Tenemos que demostrar que los dos conjuntos S y
∪

x∈S Ix son iguales.

Mostremos que estos conjuntos son iguales demostrando que

(i) si y ∈ S, entonces y ∈
∪

x∈S Ix, y

(ii) si z ∈
∪

x∈S Ix, entonces z ∈ S.

[Note que (i) es equivalente a la expresión S ⊆
∪

x∈S Ix, mientras que (ii) es equivalente

a
∪

x∈S Ix ⊆ S.]

Primeramente tome y ∈ S. Entonces y ∈ Iy. Por lo que y ∈
∪

x∈S Ix, como se requería. En

segundo lugar, tome z ∈
∪

x∈S Ix. Entonces z ∈ It, para algún t ∈ S. Como cada Ix ⊆ S, vemos

que It ⊆ S, y por lo tanto z ∈ S. Consecuentemente, S =
∪

x∈S Ix, y tenemos que S es una unión

de intervalos abiertos, como se requería.

La proposición anterior nos dice que para describir la topología de R basta decir que todos

los intervalos (a, b) son conjuntos abiertos, y que todos los otros conjuntos abiertos son una unión

de estos conjuntos abiertos. Ésto nos lleva a la de�nición siguiente.

2.2.2 De�nición. Sea (X,τ ) un espacio topológico. Un colección B de subconjuntos

abiertos de X se llama base de una topología τ si cada conjunto abierto es una unión de

miembros de B.

Si B es una base de una topología τ sobre un conjunto X entonces un subconjunto U de X

está en τ si, y sólo si, es una unión de miembros de B. Por lo que B �genera� la topología τ
en el sentido siguiente: si se nos informa cuáles conjuntos son miembros de B entonces podemos

determinar los miembros de τ�ellos son todos los conjuntos que son uniones de miembros de B.

2.2.3 Ejemplo. Sea B = {(a, b) : a, b ∈ R, a < b}. Entonces B es una base de la topología

Euclidiana sobre R, por la Proposición 2.2.1. 2

2.2.4 Ejemplo. Sea (X,τ ) un espacio discreto y B la familia de todos los subconjuntos

unitarios de X; es decir, B = {{x} : x ∈ X}. Entonces, por la Proposición 1.1.9, B es una base

de τ . 2
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2.2.5 Ejemplo. Sean X = {a, b, c, d, e, f} y

τ 1 = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e, f}}.

Entonces B = {{a}, {c, d}, {b, c, d, e, f}} es una base de τ 1, pues B ⊆ τ 1 y cada miembro de τ 1

puede ser expresado como una unión de miembros de B. (Observe que Ø es una unión vacía de

miembros de B.)

Note que τ 1 es una base de sí misma. 2

2.2.6 Observación. Observe que si (X,τ ) es un espacio topológico entonces B = τ es una

base de la topología τ . Por lo que, por ejemplo, el conjunto de todos los subconjuntos de X es

una base de la topología discreta sobre X.

Vemos, por consiguiente, que pueden existir muchas bases diferentes para la misma topología.

En efecto, si B es una base de una topología τ sobre un conjunto X y B1 es una colección de

subconjuntos de X tal que B ⊆ B1 ⊆ τ , entonces B1 es también una base de τ . [Veri�que esto.]2

Como indicamos anteriormente, la noción de �base de una topología� nos permite de�nir

topologías. Sin embargo, el ejemplo siguiente muestra que tenemos que ser cuidadosos.

2.2.7 Ejemplo. Sean X = {a, b, c} y B = {{a}, {c}, {a, b}, {b, c}}. Entonces B no es una base

de ninguna topología sobre X. Para ver esto, suponga que B es una base de una topología τ .
Entonces τ está formada por todas las uniones de conjuntos en B; es decir,

τ = {X,Ø, {a}, {c}, {a, c}, {a, b}, {b, c}}.

(Una vez más usamos el hecho de que Ø es una unión vacía de miembros de B, y por lo tanto

Ø ∈ τ .)
Sin embargo, τ no es una topología, pues el conjunto {b} = {a, b} ∩ {b, c} no está en τ , y

por lo tanto τ no posee la propiedad (iii) de las De�niciones 1.1.1. Esto es una contradicción,

implicando que nuestra suposición es falsa. De este modo, B no es una base de ninguna topología

sobre X. 2

Consecuentemente, el ejemplo anterior nos lleva a preguntar: si B es una colección de

subconjuntos de X, ¾bajo qué condiciones B es una base de una topología? Esta pregunta es

respondida por la Proposición 2.2.8.
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2.2.8 Proposición. Sea X un conjunto no vacío y sea B una colección de subconjuntos

de X. Entonces B es una base de una topología sobre X si, y sólo si, B tiene las propiedades

siguientes:

(a) X =
∪

B∈B
B, y

(b) para cualesquiera B1, B2 ∈ B, el conjunto B1 ∩B2 es una unión de miembros de B.

Demostración. Si B es una base de una topología τ entonces τ tiene que tener las propiedades

(i), (ii), y (iii) de las De�niciones 1.1.1. En particular, X tiene que ser conjunto abierto, y la

intersección de cualesquiera dos conjuntos abiertos tiene que ser un conjunto abierto. Como los

conjuntos abiertos son justamente las uniones de miembros de B, esto implica que (a) y (b) son

verdaderos.

Por otro lado, asuma que B tiene las propiedades (a) y (b), y sea τ la colección de todos

los subconjuntos de X que son uniones de miembros de B. Mostraremos que τ es una topología

sobre X. (Si es así, entonces B es evidentemente una base de esta topología τ y la proposición es

verdadera.)

Por (a), X =
∪

B∈B B y así X ∈ τ . Note que Ø es una unión vacía de miembros de B, y por

lo tanto Ø ∈ τ . Por lo que vemos que τ posee la propiedad (i) de las De�niciones 1.1.1.

Ahora sea {Tj} una familia de miembros de τ . Entonces cada Tj es una unión de miembros

de B. Consiguientemente, la unión de todos los Tj es también una unión de miembros de B, y
por lo tanto está en τ . Por consecuencia, τ también satisface la condición (ii) de las De�niciones

1.1.1.

Finalmente, tome C y D en τ . Necesitamos veri�car que C ∩D ∈ τ . Pero C =
∪

k∈K Bk,

para algún conjunto K de índices y algunos conjuntos Bk ∈ B. Además, D =
∪

j∈J Bj, para algún

conjunto J de índices y algunos Bj ∈ B. Por lo tanto,

C ∩D =

( ∪
k∈K

Bk

) ∩ (∪
j∈J

Bj

)
=

∪
k∈K, j∈J

(Bk ∩Bj).
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½Debe veri�car que las dos expresiones de C ∩D son ciertamente iguales!

En el caso �nito ésto involucra expresiones como

(B1 ∪B2) ∩ (B3 ∪B4) = (B1 ∩B3) ∪ (B1 ∩B4) ∪ (B2 ∩B3) ∪ (B2 ∩B4).

Debido a nuestra suposición (b), cada Bk∩Bj es una unión de miembros de B, y por lo tanto
C ∩ D es una unión de miembros de B. Consiguientemente C ∩ D ∈ τ . Como consecuencia, τ
tiene la propiedad (iii) de la De�nición 1.1.1. De este modo, τ es ciertamente una topología, y B
es una base de esta topología, como se requería. 2

La Proposición 2.2.8 es un resultado bastante útil. Ésta nos permite de�nir topologías

escribiendo simplemente una base, lo cual frecuentemente es más fácil que tratar de describir

todos los conjuntos abiertos.

Ahora usaremos esta proposición para de�nir una topología sobre el plano. Esta topología

se conoce como la �topología Euclidiana�.

2.2.9 Ejemplo. Sea B la colección de todos �rectángulos abiertos�

{⟨x, y⟩ : ⟨x, y⟩ ∈ R2, a < x < b, c < y < d} en el plano que tienen cada lado paralelo al eje X o

al eje Y .
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Entonces B es una base de una topología sobre el plano, la llamada topología Euclidiana.

Cada vez que usemos el símbolo R2 nos referimos al plano, y si nos referimos a R2 como

espacio topológico sin mencionar explícitamente la topología subyacente, se debe entender que es

el plano con la topología Euclidiana.
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Para ver que B es ciertamente una base de una topología, observe que (i) el plano es la

unión de todos los rectángulos abiertos, y (ii) la intersección de cualesquiera dos rectángulos es

un rectángulo. [Por �rectángulo� se debe entender uno con lados paralelos a los ejes.] Por lo que

las condiciones de la Proposición 2.2.8 se cumplen, y consiguientemente B es una base de una

topología. 2

2.2.10 Observación. Generalizando el Ejemplo 2.2.9 vemos como de�nir una topología

sobre

Rn = {⟨x1, x2, . . . , xn⟩ : xi ∈ R, i = 1, . . . , n}, para cada entero n > 2.

Sea B la colección de todos los subconjuntos {⟨x1, x2, . . . , xn⟩ ∈ Rn : ai < xi < bi, i = 1, 2, . . . , n}
of Rn con lados paralelos a los ejes. Esta colección B es una base de la topología Euclidiana

sobre Rn. 2

Ejercicios 2.2

1. En este ejercicio usted demostrará que el disco {⟨x, y⟩ : x2 + y2 < 1} es un subconjunto

abierto de R2, y luego que cada disco abierto en el plano es un conjunto abierto.

(i) Sea ⟨a, b⟩ cualquier punto en el disco D = {⟨x, y⟩ : x2 + y2 < 1}. Ponga r =
√
a2 + b2.

Sea R⟨a,b⟩ el rectángulo abierto con vertices en los puntos ⟨a± 1−r
8

, b± 1−r
8
⟩. Veri�que

que R⟨a,b⟩ ⊂ D.

(ii) Usando (i) muestre que

D =
∪

⟨a,b⟩∈D

R⟨a,b⟩.

(iii) Deduzca de (ii) que D es un conjunto abierto en R2.

(iv) Muestre que todo disco {⟨x, y⟩ : (x− a)2 + (y − b)2 < c2, a, b, c ∈ R} es abierto en R2.

2. En este ejercicio usted mostrará que la colección de todos los discos abiertos en R2 es una

base de una topología sobre R2. [Más adelante veremos que ésta es es precisamente la

topología Euclidiana.]
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(i) Sea D1 and D2 dos discos abiertos cualesquiera en R2 con D1 ∩ D2 ̸= Ø. Si ⟨a, b⟩ es
cualquier punto en D1 ∩D2, muestre que existe un disco abierto D⟨a,b⟩ con centro ⟨a, b⟩
tal que D⟨a,b⟩ ⊂ D1 ∩D2.

[Consejo: dibuje una �gura y use un método similar al del Ejercicio 1 (i).]

(ii) Muestre que

D1 ∩D2 =
∪

⟨a,b⟩∈D1∩D2

D⟨a,b⟩.

(iii) Usando (ii) y la Proposición 2.2.8, demuestre que la colección de todos los discos abiertos

en R2 es una base de una topología sobre R2.

3. Sea B la colección de todos los intervalos abiertos (a, b) en R con a < b, y a y b números

racionales. Demuestre que B es una base de la topología Euclidiana sobre R. [Compare esto

con la Proposición 2.2.1 y el Ejemplo 2.2.3 donde a y b no eran necesariamente racionales.]

[Consejo: No use la Proposición 2.2.8, pues ésto mostraría solamente que B es una base de

alguna topología, no necesariamente una base de la topología Euclidiana.]

4. Un espacio topológico (X,τ ) se dice que satisface el segundo axioma de numerabilidad

si existe una base B de τ tal que B esta formada de solamente un número numerable de

conjuntos.

(i) Usando el Ejercicio 3 anterior muestre que R satisface el segundo axioma de numerabilidad.

(ii) Demuestre que la topología discreta sobre un conjunto no numerable no satisface el

segundo axioma de numerabilidad.

[Consejo. No es su�ciente mostrar que una base en particular es no numerable. Tiene

que mostrar que toda base de esta topología es no numerable.]

(iii) Demuestre que Rn satisface el segundo axioma de numerabilidad, para cada entero

positivo n.

(iv) Sea (X,τ ) el conjunto de todos los enteros con la topología co�nita. ¾El espacio (X,τ )
satisface el segundo axioma de numerabilidad?

5. Demuestre las a�rmaciones siguientes.

(i) Sean m y c números reales, con m ̸= 0. Entonces la recta L = {⟨x, y⟩ : y = mx+ c} es

un subconjunto cerrado de R2.
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(ii) Sea S1 el círculo unitario dado por S1 = {⟨x, y⟩ ∈ R2 : x2 + y2 = 1}. Entonces S1 es un

subconjunto cerrado de R2.

(iii) Sea Sn la esfera unitaria n-dimensional dada por

Sn = {⟨x1, x2, . . . , xn, xn+1⟩ ∈ Rn+1 : x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n+1 = 1}.

Entonces Sn es un subconjunto cerrado de Rn+1.

(iv) Sea Bn la bola cerrada, unitaria y n-dimensional dada por

Bn = {⟨x1, x2, . . . , xn⟩ ∈ Rn : x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n ≤ 1}.

Entonces Bn es un subconjunto cerrado de Rn.

(v) La curva C = {⟨x, y⟩ ∈ R2 : xy = 1} es un subconjunto cerrado de R2.

6. Sean B1 una base de una topología τ 1 sobre un conjunto X y B2 una base de una topología

τ 2 sobre un conjunto Y . El conjunto X × Y está formado por todos los pares ordenados

⟨x, y⟩, x ∈ X y y ∈ Y . Sea B la colección de subconjuntos de X × Y que está formada por

todos los conjuntos B1 × B2 donde B1 ∈ B1 y B2 ∈ B2. Demuestre que B es una base de

una topología sobre X × Y . La topología de�nida de esta manera es llamada topología

producto sobre X × Y .

[Consejo. Vea el Ejemplo 2.2.9.]

7. Usando el Ejercicio 3 anterior y los Ejercicios 2.1 #8, demuestre que todo subconjunto

abierto de R es un Fσ-conjunto y un Gδ-conjunto.

2.3 Base de una Topología Dada

La Proposición 2.2.8 nos mostró bajo qué condiciones una colección B de subconjuntos de un

conjunto X es una base de alguna topología sobre X. Sin embargo, a veces se nos da una

topología τ sobre X y queremos conocer si B es una base de la topología τ . Para veri�car que B
es una base de τ , podríamos simplemente aplicar la De�nición 2.2.2 y mostrar que cada miembro

de τ es una unión de miembros de B. Sin embargo, la Proposición 2.3.2 nos brinda un método

alternativo.

Pero primero presentamos un ejemplo que muestra que no es lo mismo decir que una colección

B de subconjuntos de X es una base de alguna topología, que decir que B es una base de una

topología dada.
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2.3.1 Ejemplo. Sea B la colección de todos los intervalos semi-abiertos de la forma (a, b],

a < b, donde (a, b] = {x : x ∈ R, a < x ≤ b}. Entonces B es una base de una topología sobre

R, pues R es la unión de todos los miembros de B y la intersección de cualesquiera dos intervalos

semi-abiertos es un intervalo semi-abierto.

Sin embargo, la topología τ 1 que tiene a B como su base, no es la topología Euclidiana

sobre R. Podemos ver ésto observando que (a, b] es un conjunto abierto en R con la topología τ 1,

mientras (a, b] no es un conjunto abierto en R con la topología Euclidiana. (Vea los Ejercicios 2.1

#1.) Por lo que B es una base de alguna topología, pero no es una base de la topología Euclidiana

sobre R. 2

2.3.2 Proposición. Sea (X,τ ) un espacio topológico. Una familia B de subconjuntos

abiertos de X es una base de τ si, y sólo si, para cada elemento x que pertenece un conjunto

abierto U cualquiera, existe un B ∈ B tal que x ∈ B ⊆ U.

Demostración.

Tenemos que demostrar

(i) si B es una base de τ y x ∈ U ∈ τ , entonces existe un B ∈ B tal que x ∈ B ⊆ U ,

y

(ii) si para cada U ∈ τ y cada x ∈ U existe un B ∈ B tal que x ∈ B ⊆ U , entonces B
es una base de τ .

Asuma que B es una base de τ y que x ∈ U ∈ τ . Como B es una base de τ , el conjunto
abierto U es una unión de miembros de B; es decir, U =

∪
j∈J Bj, donde Bj ∈ B, para cada j

en algún conjunto J de índices. Pero x ∈ U implica que x ∈ Bj para algún j ∈ J . Por lo que

x ∈ Bj ⊆ U , como se requería.

Por otro lado, asuma que para cada U ∈ τ y cada x ∈ U , existe un B ∈ B con x ∈ B ⊆ U .

Tenemos que demostrar que todo conjunto abierto es una unión de miembros de B. Denote por
V un conjunto abierto cualquiera. Entonces para cada x ∈ V , existe Bx ∈ B tal que x ∈ Bx ⊆ V .

Claramente V =
∪

x∈V Bx. (½Muéstrelo!) Como consecuencia, V es una unión de miembros de B.2
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2.3.3 Proposición. Sea B una base de una topología τ sobre un conjunto X. Entonces

un subconjunto U de X es abierto si, y sólo si, para cada x ∈ U existe un B ∈ B tal que

x ∈ B ⊆ U .

Demostración. Sea U subconjunto cualquiera de X. Asuma que para cada x ∈ U , existe un

Bx ∈ B tal que x ∈ Bx ⊆ U . Claramente U =
∪

x∈U Bx. Por lo que U es una unión de conjuntos

abiertos y por lo tanto es abierto, como se requería. La expresión inversa se sigue de la Proposición

2.3.2. 2

Observe que la propiedad de una base descrita en la Proposición 2.3.3 es precisamente lo que

usamos para de�nir la topología Euclidiana sobre R. Nosotros dijimos que un subconjunto U de

R es abierto si, y sólo si, para cada x ∈ U , existen a y b en R con a < b, tal que x ∈ (a, b) ⊆ U.

Advertencia. Asegúrese de que entiende la diferencia entre la Proposición 2.2.8 y la Proposición

2.3.2. La Proposición 2.2.8 da condiciones para que una familia B de subconjuntos de un conjunto

X sea una base de alguna topología sobreX. Sin embargo, la Proposición 2.3.2 da condiciones para

que una familia B de subconjuntos de un espacio topológico (X,τ ) sea una base de la topología

dada τ .

Hemos visto que una topología puede tener muchas bases diferentes. La próxima proposición

nos dice cuando dos bases B1 y B2 sobre el mismo conjunto X de�nen la misma topología.
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2.3.4 Proposición. Sean B1 y B2 bases de las topologías τ 1 y τ 2, respectivamente,

sobre un conjunto no vacío X. Entonces τ 1 = τ 2 si, y sólo si,

(i) para cada B ∈ B1 y cada x ∈ B, existe un B
′ ∈ B2 tal que x ∈ B

′ ⊆ B, y

(ii) para cada B ∈ B2 y cada x ∈ B, existe un B
′ ∈ B1 tal que x ∈ B

′ ⊆ B.

Demostración.

Tenemos que mostrar que B1 y B2 son bases de la misma topología si, y sólo si, (i) y

(ii) son verdaderos.

Primeramente asumimos que ellas son bases de la misma topología, es decir, τ 1 = τ 2,

y mostramos que las condiciones (i) y (ii) se cumplen.

Luego asumimos que (i) y (ii) se cumplen y mostramos que τ 1 = τ 2.

Primeramente, asuma que τ 1 = τ 2. Entonces (i) y (ii) son consecuencias inmediatas de la

Proposición 2.3.2.

Por otro lado, asuma que B1 y B2 satisfacen las condiciones (i) y (ii). Por la Proposición

2.3.2, (i) implica que cada B ∈ B1 es abierto en (X,τ 2); es decir, B1 ⊆ τ 2. Como todo miembro

de τ 1 es una unión de miembros de τ 2, tenemos que τ 1 ⊆ τ 2. Igualmente (ii) implica τ 2 ⊆ τ 1.

Por lo que τ 1 = τ 2, como se requería. 2

2.3.5 Ejemplo. Muestre que el conjunto B de todos los �triángulos equiláteros abiertos� con

base paralela al eje X-axis es una base de la topología Euclidiana sobre R2. (Cuando hablamos

de �triángulo abierto� se debe entender que los bordes no están incluidos.)

Esbozo de la Demostración. (Aquí damos solamente un argumento grá�co. Se deja al

estudiante la escritura de una demostración detallada.)
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Tenemos que mostrar que B es una base de la topología Euclidiana.

Aplicaremos la Proposición 2.3.4, pero primero necesitamos mostrar que B es una

base de alguna topología sobre R2.

Para hacer esto mostramos que B satisface las condiciones de la Proposición 2.2.8.

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
...........

..
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

...

X

Y

............................................
........................

...

.......

.......

..............................

...........................

La primera cosa que observamos es que B es una base de alguna topología porque satisface

las condiciones de la Proposición 2.2.8. (Para ver que B satisface la Proposición 2.2.8, observe

que R2 es igual a la unión de todos los triángulos equiláteros abiertos con base paralela al eje X,

y que la intersección de dos triángulos de ese tipo es otro triángulo de ese tipo.)

Ahora mostraremos que las condiciones (i) y (ii) de la Proposición 2.3.4 se cumplen.

Primeramente veri�camos la condición (i). Sean R un rectángulo abierto con lados paralelos

a los ejes y x cualquier punto en R. Tenemos que mostrar que existe un triángulo cuadrilátero

abierto T con base paralela al eje X tal que x ∈ T ⊆ R. Grá�camente ésto es fácil de ver.
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Finalmente veri�camos la condición (ii) de la Proposición 2.3.4. Sea T ′ un triángulo

cuadrilátero abierto con base paralela al eje X y sea y un punto cualquiera en T ′. Entonces
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existe un rectángulo abierto R′ tal que y ∈ R′ ⊆ T ′. Grá�camente, ésto es nuevamente fácil de

ver.
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Por lo que las condiciones de la Proposición 2.3.4 se cumplen. Consecuentemente B es

ciertamente una base de la topología Euclidiana sobre R2. 2

En el Ejemplo 2.2.9 de�nimos una base de la topología Euclidiana, la colección de todos

�rectángulos abiertos� (con lados paralelos a los ejes). El Ejemplo 2.3.5 muestra que �rectángulos

abiertos� pueden ser reemplazados por �triángulos equiláteros abiertos� (con base paralela al eje

X) sin cambiar la topología. En los Ejercicios 2.3 #1 vemos que las condiciones anteriores en

paréntesis pueden ser suprimidas sin cambiar la topología. Además los �rectángulos abiertos�

pueden ser reemplazados por �discos abiertos�1.

Ejercicios 2.3

1. Determine si o no cada una de las colecciones es una base de la topología Euclidiana sobre

R2 :

(i) la colección de todos cuadrados �abiertos� con lados paralelos a los ejes;

(ii) la colección de todos los discos �abiertos�;

(iii) la colección de todos los cuadrados �abiertos�;

(iv) la colección de todos los rectángulos �abiertos�;

1De hecho, muchos libros describen la topología Euclidiana sobre R2 en términos de los discos abiertos.
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(v) la colección de todos los triángulos �abiertos�.

2. (i) Sea B una base de una topología τ sobre un conjunto no vacío X. Si B1 es una colección

de subconjuntos de X tal que τ ⊇ B1 ⊇ B, demuestre que B1 es también una base de τ .

(ii) Deduzca de (i) que existe un número no numerable de bases distintas de la topología

Euclidiana sobre R.

3. Sea B = {(a, b] : a, b ∈ R, a < b}. Como se vio en el Ejemplo 2.3.1, B es una base de una

topología τ sobre R y τ no es la topología Euclidiana sobre R. No obstante, muestre que

cada intervalo (a, b) es abierto en (R,τ ).

4.* Sea C[0, 1] el conjunto de todas las funciones continuas de valores reales sobre [0, 1].

(i) Muestre que la colección M, donde M = {M(f, ε) : f ∈ C[0, 1] y ε es un número

real positivo} and M(f, ε) =
{
g : g ∈ C[0, 1] y

∫ 1

0

|f − g| < ε
}
, es una base de una

topología τ 1 sobre C[0, 1].

(ii) Muestre que la colección U , donde U = {U(f, ε) : f ∈ C[0, 1] y ε es un número real

positivo} y U(f, ε) = {g : g ∈ C[0, 1] y supx∈[0,1] | f(x) − g(x) |< ε}, es una base de

una topología τ 2 sobre C[0, 1].

(iii) Demuestre que τ 1 ̸= τ 2.

5. Sea (X,τ ) un espacio topológico. Una colección no vacía S de subconjuntos abiertos de X

se llama subbase de τ si la colección de todas las intersecciones �nitas de miembros de S
forma una base de τ .

(i) Demuestre que la colección de todos los intervalos abiertos de la forma (a,∞) o (−∞, b)

es una subbase de la topología Euclidiana sobre R.

(ii) Demuestre que S = {{a}, {a, c, d}, {b, c, d, e, f}} es una subbase de la topología τ 1 del

Ejemplo 1.1.2.

6. Sea S una subbase de una topología τ sobre el conjunto R. (Vea el Ejercicio 5 anterior.) Si

todos los intervalos cerrados [a, b], con a < b, están en S, demuestre que τ es la topología

discreta.

7. Sean X un conjunto no vacío y S la colección de todos los conjuntos X \ {x}, x ∈ X.

Demuestre que S es una subbase de la topología co�nita sobre X.
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8. SeanX cualquier conjunto in�nito y τ la topología discreta sobreX. Encuentre una subbase

S de τ tal que S no contenga ningún conjunto unitario.

9. Sea S la colección de todas las líneas rectas en el plano R2. Si S es una subbase de una

topología τ sobre el conjunto R 2, ¾cuál es la topología?

10. Sea S la colección de todas las líneas rectas en el plano que son paralelas al eje X. Si S es

una subbase de una topología τ sobre R2, describa los conjuntos abiertos en (R2,τ ).

11. Sea S la colección de todos los círculos en el plano. Si S es una subbase de una topología τ
sobre R2, describa los conjuntos abiertos en (R2,τ ).

12. Sea S la colección de todos los círculos en el plano que tienen sus centros sobre el eje X. Si

S es una subbase de una topología τ sobre R2, describa los conjuntos abiertos en (R2,τ ).

2.4 Postdata

En este capítulo hemos de�nido un espacio topológico muy importante�R, el conjunto de todos los
números reales con la topología Euclidiana, y dedicamos cierto tiempo a analizarla. Observamos

que, en esta topología, los intervalos abiertos son ciertamente conjuntos abiertos (y los intervalos

cerrados son conjuntos cerrados). Sin embargo, no todos los conjuntos abiertos son intervalos

abiertos. No obstante, todo conjunto abierto en R es una unión de intervalos abiertos. Ésto nos

llevó a introducir la noción de �base de una topología� y establecer que la colección de todos los

intervalos abiertos es una base de la topología Euclidiana sobre R.

En la introducción al Capítulo 1 describimos una demostración matemática como un

argumento irrefutable y subrayamos la importancia de escribir demostraciones. En este capítulo

fuimos introducidos al método de demostración por contradicción en las Observaciones 2.1.2 (v), y

vimos otro ejemplo de este método en el Ejemplo 2.2.7. La demostración de condiciones �necesarias

y su�cientes�, es decir, condiciones �si, y sólo si�, fue explicada en la Proposición 2.2.1, con ejemplos

adicionales en las Proposiciones 2.2.8, 2.3.2, 2.3.3, y 2.3.4.

Bases de topologías son de por sí un tópico signi�cativo. Vimos, por ejemplo, que la colección

de todos los conjuntos unitarios es una base de la topología discreta. La Proposición 2.2.8 dio

condiciones necesarias y su�cientes para que una colección de subconjuntos de un conjunto X sea
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una base de alguna topología sobre X. Ésto fue contrastado con la Proposición 2.3.2, la cual dio

condiciones necesarias y su�cientes para que una colección de subconjuntos de X sea una base de

una topología dada sobre X. Vimos que dos colecciones diferentes B1 y B2 pueden ser bases de

la misma topología; condiciones necesarias y su�cientes para ésto fueron dadas por la Proposición

2.3.4.

De�nimos la topología Euclidiana sobre Rn, para cualquier entero positivo n. Vimos que la

familia de todos los discos abiertos es una base de R2, como también lo es la familia de todos los

cuadrados abiertos, o la familia de todos los rectángulos abiertos.

Los ejercicios introdujeron tres ideas interesantes. Los Ejercicios 2.1 #8 cubrieron las nociones

de Fσ-conjunto y Gδ-conjunto, las que son importantes en teoría de medidas. Los Ejercicios 2.3

#4 introdujeron el espacio de funciones continuas de valores reales. Tales espacios son llamados

espacios funcionales, los cuales son los objetos centrales de estudio en análisis funcional. Análisis

funcional es una mezcla de análisis (clásico) y topología, y fue, por algún tiempo, llamado análisis

moderno, cf. Simmons [197]. Finalmente, los Ejercicios 2.3 #5�12 trataron la noción de subbase.



Chapter 3

Puntos Límites

Introducción

Sobre la recta de los números reales encontramos una noción de �proximidad�. Por ejemplo cada

punto en la secuencia .1, .01, .001, .0001, .00001, . . . está más cercano al 0 que el punto anterior. En

efecto, de cierta forma, el 0 es un punto límite de esta secuencia. Por lo que el intervalo (0, 1] no

es cerrado, pues éste no contiene el punto límite 0. En un espacio topológico general no tenemos

una �función de distancia�, por lo que debemos proceder de una manera diferente. De�niremos la

noción de punto límite sin recurrir a distancias. Con nuestra nueva de�nición de punto límite, el

punto 0 será de todos modos un punto límite de (0, 1] . La introducción de la noción de punto

límite nos ayudará a comprender mejor la noción de conjunto cerrado.

Otro concepto topológico bastante importante será introducido en este capítulo: el de

conexidad. Considere el espacio topológico R. Aunque los conjuntos [0, 1]∪ [2, 3] y [4, 6] pudieran

ser descritos como que tienen longitud 2, es claro que ellos son diferentes tipos de conjuntos. . .

el primero está formado por dos partes disjuntas y el segundo por sólo una parte. La diferencia

entre los dos es �topológica� y será explicada usando la noción de conexidad.

56
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3.1 Puntos Límites y Clausura

Si (X,τ ) es un espacio topológico, es usual referirse a los elementos del conjunto X como puntos.

3.1.1 De�nición. Sea A un subconjunto de un espacio topológico (X,τ ). Un punto

x ∈ X se llama punto límite (o punto de acumulación o punto de contacto) de A si

todo conjunto abierto U que contiene x contiene un punto de A diferente de x.

3.1.2 Ejemplo. Considere el espacio topológico (X,τ ), con el conjunto X = {a, b, c, d, e},
la topología τ = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}}, y el subconjunto A = {a, b, c}. Entonces
b, d, y e son puntos límites de A, pero a y c no son puntos límites de A.

Demostración.

El punto a es un punto límite de A si, y sólo si, todo conjunto abierto que contiene a

contiene otro punto del conjunto A.

Por lo que para demostrar que a no es un punto límite de A, es su�ciente encontrar

un conjunto abierto que contiene a pero no contiene otro punto de A.

El conjunto {a} es abierto y no contiene otro punto de A. Por lo que a no es un punto límite

de A.

El conjunto {c, d} es un conjunto abierto que contiene c pero no otro punto de A. Por lo que

c no es un punto límite de A.

Para mostrar que b es un punto límite de A, tenemos que mostrar que todo conjunto

abierto que contiene b contiene un punto de A distinto de b.

Mostraremos que éste es el caso escribiendo todos los conjuntos abiertos que

contienen b, y veri�cando que cada uno de ellos contiene otro punto de A distinto

de b.

Los únicos conjuntos abiertos que contienen b son X y {b, c, d, e}, y ambos contienen otro

elemento de A, en este caso c. Por lo que b es un punto límite de A.
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El punto d es un punto límite de A, aún cuando d no está en A. Ésto es así pues todo

conjunto abierto que contiene d contiene un punto de A. Igualmente, e es un punto límite de A

aún cuando no está en A. 2

3.1.3 Ejemplo. Sean (X,τ ) un espacio discreto y A un subconjunto de X. Entonces A no

tiene puntos límites, puesto que para cada x ∈ X, {x} es un conjunto abierto que no contiene un

punto de A diferente de x. 2

3.1.4 Ejemplo. Considere el subconjunto A = [a, b) de R. Entonces es fácil veri�car que

cada elemento en [a, b) es un punto límite de A. El punto b es también un punto límite de A. 2

3.1.5 Ejemplo. Sean (X,τ ) un espacio indiscreto y A un subconjunto de X con al menos

dos elementos. Entonces es fácil ver que cada punto de X es un punto límite de A. (¾Por qué

insistimos en que A tenga al menos dos puntos?) 2

La próxima proposición nos brinda un criterio útil para probar si un conjunto es cerrado o

no.

3.1.6 Proposición. Sea A un subconjunto de un espacio topológico (X,τ ). Entonces
A es cerrado en (X,τ ) si, y sólo si, A contiene todos sus puntos límites.

Demostración.

Tenemos que demostrar que A es cerrado en (X,τ ) si, y sólo si, A contiene todos sus

puntos límites; es decir, tenemos que mostrar que

(i) si A es un conjunto cerrado, entonces A contiene todos sus puntos límites, y

(ii) si A contiene todos sus puntos límites, entonces A es un conjunto cerrado.

Asuma que A es cerrado en (X,τ ). Suponga que p es un punto límite de A que pertenece

a X \A. Entonces X \A es un conjunto abierto que contiene el punto límite p de A. Por lo tanto
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X \ A contiene un elemento de A. Ésto es claramente falso, y como consecuencia, tenemos una

contradicción a nuestra suposición. Por consiguiente, todo punto límite de A tiene que pertenecer

a A.

Por otro lado, asuma que A contiene todos sus puntos límites. Para cada z ∈ X \A, nuestra
suposición implica que existe un conjunto abierto Uz ∋ z tal que Uz∩A = Ø; es decir, Uz ⊆ X \A.
Por lo tanto X \ A =

∪
z∈X\A Uz. (½Veri�que ésto!) Como consecuencia, X \ A es una unión de

conjuntos abiertos, y por lo tanto es abierto. Consecuentemente, su complemento, A, es cerrado.2

3.1.7 Ejemplo. Como aplicaciones de la Proposición 3.1.6 tenemos las siguientes:

(i) el conjunto [a, b) no es cerrado en R, pues b es un punto límite y b /∈ [a, b);

(ii) el conjunto [a, b] es cerrado en R, pues todos los puntos límites de [a, b] (es decir, todos los

elementos de [a, b]) están en [a, b];

(iii) (a, b) no es subconjunto cerrado de R, pues no contiene el punto límite a;

(iv) [a,∞) es un subconjunto cerrado de R. 2

3.1.8 Proposición. Sean A un subconjunto de un espacio topológico (X,τ ) y A′ el

conjunto de todos los puntos límites de A. Entonces A ∪ A′ es un conjunto cerrado.

Demostración. Por la Proposición 3.1.6 es su�ciente mostrar que el conjunto A∪A′ contiene

todos sus puntos límites, o equivalentemente, que ningún elemento de X \ (A ∪ A′) es un punto

límite de A ∪ A′.

Sea p ∈ X \ (A ∪ A′). Como p /∈ A′, existe un conjunto abierto U que contiene p tal que

U ∩ A = {p} o Ø. Pero p /∈ A, por lo que U ∩ A = Ø. También a�rmamos que U ∩ A′ = Ø.

Porque si x ∈ U entonces, como U es un conjunto abierto y U ∩ A = Ø, x /∈ A′. Por lo tanto

U ∩A′ = Ø. Es decir, U ∩ (A∪A′) = Ø, y p ∈ U. Ésto implica que p no es punto límite de A∪A′,

como consecuencia A ∪ A′ es un conjunto cerrado. 2



60 CHAPTER 3. PUNTOS LÍMITES

3.1.9 De�nición. Sea A un subconjunto de un espacio topológico (X,τ ). Entonces el
conjunto A ∪ A′ que consiste de A y todos sus puntos límites se llama clausura de A y se

denota por A.

3.1.10 Observación. De la Proposición 3.1.8 se puede ver claramente que A es un conjunto

cerrado. Por la Proposición 3.1.6 y los Ejercicios 3.1 #5 (i), cada conjunto cerrado que contiene

A tiene también que contener al conjunto A′. Por lo que A∪A′ = A es el menor conjunto cerrado

que contiene al conjunto A. Ésto implica que A es la intersección de todos los conjuntos cerrados

que contiene A. 2

3.1.11 Ejemplo. Sean X = {a, b, c, d, e} y

τ = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}}.

Muestre que {b} = {b, e}, {a, c} = X, y {b, d} = {b, c, d, e}.

Demostración.

Para encontrar la clausura de un conjunto especí�co, tenemos que encontrar todos los

conjuntos cerrados que contienen ese conjunto y entonces seleccionar el menor. Por lo

tanto comenzamos anotando todos los conjuntos cerrados�éstos son simplemente los

complementos de todos los conjuntos abiertos.

Los conjuntos cerrados son Ø, X, {b, c, d, e}, {a, b, e}, {b, e} y {a}. Por lo que el menor

conjunto cerrado que contiene {b} es {b, e}; es decir, {b} = {b, e}. Igualmente, {a, c} = X, y

{b, d} = {b, c, d, e}. 2

3.1.12 Ejemplo. Sea Q el subconjunto de R que consiste de todos los números racionales.

Demuestre que Q = R.
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Demostración. Suponga Q ̸= R. Entonces existe un x ∈ R \Q. Como R\Q es abierto en R,
existen a, b con a < b tal que x ∈ (a, b) ⊆ R \ Q. Pero en todo intervalo (a, b) existe un número

racional q; es decir, q ∈ (a, b). Por lo tanto q ∈ R \Q, lo que implica que q ∈ R \Q. Ésto es una

contradicción, pues q ∈ Q. Como consecuencia Q = R. 2

3.1.13 De�nición. Sea A un subconjunto de un espacio topológico (X,τ ). Entonces

A se llama denso en X si A = X.

Ahora podemos enunciar nuevamente el Ejemplo 3.1.12 de la siguiente manera: Q es un

subconjunto denso de R.

Note que en el Ejemplo 3.1.11 vimos que {a, c} es denso en X.

3.1.14 Ejemplo. Sea (X,τ ) un espacio discreto. Entonces todo subconjunto deX es cerrado

(pues su complemento es abierto). Por lo tanto el único subconjunto denso de X es el mismo X,

pues cada subconjunto de X es su propia clausura. 2

3.1.15 Proposición. Sea A un subconjunto de un espacio topológico (X,τ ). Entonces
A es denso en X si, y sólo si, todo subconjunto abierto y no vacío de X interseca A no

trivialmente (es decir, si U ∈ τ and U ̸= Ø entonces A ∩ U ̸= Ø.)

Demostración. Asuma, primeramente que todo subconjunto abierto y no vacío interseca A

no trivialmente. Si A = X, entonces claramente A es denso en X. Si A ̸= X, sea x ∈ X \ A. Si
U ∈ τ y x ∈ U entonces U ∩ A ̸= Ø. Por lo que x es un punto límite de A. Como x es un punto

arbitrario en X \ A, todo punto de X \ A es un punto límite de A. Por consiguiente A′ ⊇ X \ A
y entonces, por la De�nición 3.1.9, A = A′ ∪ A = X; es decir, A es denso en X.

Por otro lado, asuma que A es denso en X. Sea U cualquier subconjunto abierto y no vacío

de X. Suponga que U ∩ A = Ø. Entonces si x ∈ U , x /∈ A y x no es un punto límite de A,

pues U es un conjunto abierto que contiene x y no contiene ningún elemento de A. Ésto es una

contradicción pues, como A es denso en X, todo elemento de X \ A es un punto límite de A.

Consiguientemente nuestra suposición es falsa y U ∩ A ̸= Ø, como se requería. 2
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Ejercicios 3.1

1. (a) En el Ejemplo 1.1.2, encuentre todos los puntos límites de los conjuntos siguientes:

(i) {a},

(ii) {b, c},

(iii) {a, c, d},

(iv) {b, d, e, f}.

(b) Luego, encuentre la clausura de cada uno de los conjuntos anteriores.

(c) Ahora encuentre la clausura de cada uno de los conjuntos anteriores usando el método

del Ejemplo 3.1.11.

2. Sea (Z,τ ) el conjunto de los enteros con la topología co�nita. Liste el conjunto de puntos

límites de los conjuntos siguientes:

(i) A = {1, 2, 3, . . . , 10},

(ii) El conjunto, E, que consiste de todos los enteros pares.

3. Encuentre todos los puntos límites del intervalo abierto (a, b) en R, donde a < b.

4. (a) ¾Cuál es la clausura en R de cada uno de los conjuntos siguientes?

(i) {1, 1
2
, 1
3
, 1
4
, . . . , 1

n
, . . . },

(ii) el conjunto Z de todos los enteros,

(iii) el conjunto P de todos los números irracionales.

(b) Sean S un subconjunto de R y a ∈ R. Demuestre que a ∈ S si, y sólo si, para cada

entero positivo n, existe un xn ∈ S tal que |xn − a| < 1
n
.

5. Sean S y T subconjuntos no vacíos de un espacio topológico (X,τ ) con S ⊆ T .

(i) Si p es un punto límite del conjunto S, veri�que que p es también un punto límite del

conjunto T .

(ii) Deduzca de (i) que S ⊆ T .

(iii) Muestre que si S es denso en X, entonces T es denso en X.
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(iv) Usando (iii) muestre que R tiene un número innumerable de subconjuntos densos y

distintos.

(v)* Nuevamente usando (iii), demuestre que R tiene un número innumerable de subconjuntos

densos y distintos, y 2c (para una de�nición de c, vea la De�nición A1.2.3 del Apéndice

1) subconjuntos densos, innumerables y distintos.

3.2 Vecindades

3.2.1 De�nición. Sean (X,τ ) un espacio topológico, N un subconjunto de X y p un

punto en N . Entonces N es una vecindad del punto p si existe un conjunto abierto U tal

que p ∈ U ⊆ N.

3.2.2 Ejemplo. El intervalo cerrado [0, 1] en R es una vecindad del punto 1
2
, pues 1

2
∈

(1
4
, 3
4
) ⊆ [0, 1]. 2

3.2.3 Ejemplo. El intervalo (0, 1] en R es una vecindad del punto 1
4
, pues 1

4
∈ (0, 1

2
) ⊆ (0, 1].

Pero (0, 1] no es una vecindad del punto 1. (½Demuéstrelo!.) 2

3.2.4 Ejemplo. Si (X,τ ) es un espacio topológico cualquiera y U ∈ τ , entonces de la

De�nición 3.2.1, se obtiene que U es una vecindad de todo punto p ∈ U. Por lo tanto, por ejemplo,

todo intervalo abierto (a, b) en R es una vecindad de cada punto contenido en él. 2

3.2.5 Ejemplo. Sean (X,τ ) un espacio topológico, y N una vecindad de un punto p. Si S

es un subconjunto cualquiera de X tal que N ⊆ S, entonces S es una vecindad de p. 2

La próxima proposición se puede veri�car fácilmente, por lo que su demostración es dejada

al lector.
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3.2.6 Proposición. Sea A un subconjunto de un espacio topológico (X,τ ). Un punto

x ∈ X es a punto límite de A si, y sólo si, toda vecindad de x contiene un punto de A diferente

de x. 2

Como un conjunto es cerrado si, y sólo si, éste contiene todos sus puntos límites, podemos

deducir lo siguiente:

3.2.7 Corolario. Sea A un subconjunto de un espacio topológico (X,τ ). Entonces el
conjunto A es cerrado si, y sólo si, para cada x ∈ X \ A existe un vecindad N de x tal que

N ⊆ X \ A. 2

3.2.8 Corolario. Sea U un subconjunto de un espacio topológico (X,τ ). Entonces
U ∈ τ si, y sólo si, para cada x ∈ U existe una vecindad N de x tal que N ⊆ U. 2

El próximo corolario se deduce inmediatamente del Corolario 3.2.8

3.2.9 Corolario. Sea U un subconjunto de un espacio topológico (X,τ ). Entonces
U ∈ τ si, y sólo si, para cada x ∈ U existe un V ∈ τ tal que x ∈ V ⊆ U. 2

El Corolario 3.2.9 nos permite veri�car si un conjunto es abierto o no. Este corolario plantea

que un conjunto U es abierto si, y sólo si, para cada uno de sus puntos, podemos encontrar un

conjunto abierto que está contenido en U .

Ejercicios 3.2

1. Sea A un subconjunto de un espacio topológico (X,τ ). Demuestre que A es denso en X si,

y sólo si, toda vecindad de cada punto en X \ A interseca A no trivialmente.
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2. (i) Sean A y B subconjuntos de un espacio topológico (X,τ ). Demuestre cuidadosamente

que

A ∩B ⊆ A ∩B.

(ii) Construya un ejemplo en el cual

A ∩B ̸= A ∩B.

3. Sea (X,τ ) un espacio topológico. Demuestre que τ es la topología co�nita sobre X si, y

sólo si, (i) (X,τ ) es un T1-espacio, y (ii) cada subconjunto in�nito de X es denso en X.

4. Un espacio topológico (X,τ ) se dice separable si tiene un subconjunto denso que es

numerable. Determine cuáles de los siguientes espacios son separables:

(i) el conjunto R con la topología usual;

(ii) un conjunto numerable con la topología discreta;

(iii) un conjunto numerable con la topología co�nita;

(iv) (X,τ ) donde X es �nito;

(v) (X,τ ) donde τ es �nito;

(vi) un conjunto innumerable con la topología discreta;

(vii) un conjunto innumerable con la topología co�nita;

(viii) un espacio (X,τ ) que satisface el segundo axioma de numerabilidad.

5. Sean (X,τ ) un espacio topológico cualquiera y A cualquier subconjunto de X. El más

grande conjunto abierto contenido en A es llamado el interior de A y es denotado por

Int(A). [Éste es la unión de todos los conjuntos abiertos en X contenidos completamente en

A.]

(i) Demuestre que en R, Int([0, 1]) = (0, 1).

(ii) Demuestre que en R, Int((3, 4)) = (3, 4).

(iii) Muestre que si A es abierto en (X,τ ) entonces Int(A) = A.

(iv) Veri�que que en R, Int({3}) = Ø.

(v) Muestre que si (X,τ ) es un espacio indiscreto entonces, para todos los subconjuntos

propios A de X, Int(A) = Ø.
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(vi) Muestre que para cada subconjunto numerable A de R, Int(A) = Ø.

6. Muestre que si A es cualquier subconjunto de un espacio topológico (X,τ ), entonces

Int(A) = X \ (X \ A). (Vea el Ejercicio 5 anterior para la de�nición de Int.)

7. Usando el Ejercicio 6 anterior, veri�que que A es denso en (X,τ ) si, y sólo si, Int(X\A) = Ø.

8. Usando la de�nición de Int en el Ejercicio 5 anterior, determine cuáles de las siguientes

a�rmaciones son verdaderas para subconjuntos arbitrarios A1 y A2 de un espacio topológico

(X,τ )

(i) Int(A1 ∩ A2) = Int(A1) ∩ Int(A2),

(ii) Int(A1 ∪ A2) = Int(A1) ∪ Int(A2),

(iii) A1 ∪ A2 = A1 ∪ A2.

(Si alguna de sus respuestas es �verdadera�, tiene que escribir una demostración. Si su

respuesta es �falsa�, tiene que dar un contraejemplo concreto.)

9.* Sea S un subconjunto denso de un espacio topológico (X,τ ). Demuestre que para cada

subconjunto abierto U de X, S ∩ U = U.

10. Sean S y T subconjuntos densos de un espacio (X,τ ). Si T es además abierto, deduzca del

Ejercicio 9 anterior que S ∩ T es denso en X.

11. Sea B = {[a, b) : a ∈ R, b ∈ Q, a < b}. Demuestre cada una de las siguientes a�rmaciones.

(i) B es una base de una topología τ 1 sobre R. (El espacio (R,τ 1) es llamado recta de

Sorgenfrey.)

(ii) Si τ es la topología Euclidiana sobre R, entonces τ 1 ⊃ τ .

(iii) Para todos a, b ∈ R con a < b, [a, b) es un conjunto abierto y cerrado en (R,τ 1).

(iv) La recta de Sorgenfrey es un espacio separable.

(v)* La recta de Sorgenfrey no satisface el segundo axioma de numerabilidad.
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3.3 Conexidad

3.3.1 Observación. Ahora damos algunas de�niciones y resultados que el lector probablemente

conozca. Sea S cualquier conjunto de números reales. Si existe un elemento b en S tal que x ≤ b,

para todo x ∈ S, entonces b es el elemento mayor de S. Igualmente, si S contiene un elemento

a tal que a ≤ x, para todo x ∈ S, entonces a es el elemento menor de S. Un conjunto S de

números reales es acotado superiormente si existe un número real c tal que x ≤ c, para todo

x ∈ S, y c es una cota superior de S. Análogamente, los términos �acotado inferiormente�

y �cota inferior� son de�nidos. Un conjunto acotado superiormente y acotado inferiormente se

dice que es acotado. 2

La menor cota superior, conocida también como el supremo de S, y denotado por sup(S),

pudiera o no pertenecer al conjunto S. En efecto, el supremo de S es un elemento de S si, y

sólo si, S tiene un elemento mayor. Por ejemplo, el supremo del intervalo abierto S = (1, 2) es 2

pero 2 /∈ (1, 2), mientras que el supremo de [3, 4] es 4 que yace en [3, 4] y 4 es el elemento mayor

de [3, 4]. Cualquier conjunto S de números reales que es acotado inferiormente tiene una mayor

cota inferior, la cual también se llama ín�mo y se denota por inf(S).

Axioma del Supremo: Sea S un conjunto no vacío de números reales. Si S es acotado

superiormente, entonces S tiene un supremo. 2

3.3.2 Lema. Sea S un subconjunto de R que es acotado superiormente, y sea p el

supremo de S. Si S es un subconjunto cerrado de R, entonces p ∈ S.

Demostración. Suponga p ∈ R \ S. Como R \ S es abierto, existen números reales a y b con

a < b tal que p ∈ (a, b) ⊆ R \S. Como p es la menor cota superior de S y a < p, es evidente que

existe un x ∈ S tal que a < x. Además x < p < b, y por lo tanto x ∈ (a, b) ⊆ R \ S. Pero ésto es

una contradicción, pues x ∈ S. Por consiguiente, nuestra suposición es falsa y p ∈ S. 2

3.3.3 Proposición. Sea T un subconjunto abierto y cerrado de R. Entonces T = R o

T = Ø.
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Demostración. Suponga que T ̸= R y T ̸= Ø. Entonces existe un elemento x ∈ T y un

elemento z ∈ R \ T . Sin pérdida de generalidad, asuma x < z. Tome S = T ∩ [x, z]. Entonces S,

siendo la intersección de dos conjuntos cerrados, es cerrado. S es también acotado superiormente,

puesto que z es evidentemente un cota superior. Sea p el supremo de S. Por el Lema 3.3.2, p ∈ S.

Puesto que p ∈ [x, z], p ≤ z. Como z ∈ R \ S, p ̸= z y por lo tanto p < z.

Ahora T es también un conjunto abierto y p ∈ T . Por lo que existen a y b en R con a < b tal

que p ∈ (a, b) ⊆ T . Sea t tal que p < t < min(b, z), donde min(b, z) denota al menor de b y z. Por

consecuencia t ∈ T y t ∈ [p, z]. Consiguientemente, t ∈ T ∩ [x, z] = S. Ésto es una contradicción,

pues t > p y p es el supremo de S. Como resultado, nuestra suposición es falsa, y por lo tanto

T = R o T = Ø. 2

3.3.4 De�nición. Sea (X,τ ) un espacio topológico. Entonces (X,τ ) es conexo si los

únicos subconjuntos abiertos y cerrados de X son X y Ø.

Por lo que enunciando la Proposición 3.3.3 nuevamente, obtenemos:

3.3.5 Proposición. El espacio topológico R es conexo. 2

3.3.6 Ejemplo. Si (X,τ ) es un espacio discreto cualquiera con más de un elemento, entonces

(X,τ ) no es conexo, puesto que cada conjunto unitario is abierto y cerrado. 2

3.3.7 Ejemplo. Si (X,τ ) un espacio indiscreto cualquiera, entonces (X,τ ) es conexo, pues
los únicos conjuntos abiertos y cerrados son X y Ø. (En efecto, los únicos conjuntos abiertos son

X y Ø.) 2

3.3.8 Ejemplo. Si X = {a, b, c, d, e} y

τ = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}},

entonces (X,τ ) no es conexo pues {b, c, d, e} es un subconjunto abierto y cerrado. 2
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3.3.9 Observación. De la De�nición 3.3.4 se sigue que un espacio topológico (X,τ ) no es

conexo (es decir, éste es disconexo) si, y sólo si, existen conjuntos abiertos no vacíos A y B tal

que A ∩B = Ø y A ∪B = X.1 (Vea los Ejercicios 3.3 #3.)

Concluimos está sección señalando que R2 (y ciertamente, Rn, para cada n ≥ 1) es un espacio

conexo. Sin embargo, la demostración es dejada para el Capítulo 5.

Conexidad es una propiedad muy importante acerca de la cual tendremos mucho más que

decir.

Ejercicios 3.3

1. Sean S un conjunto de números reales y T = {x : −x ∈ S}.

(a) Demuestre que el número real a es el ín�mo de S si, and sólo si −a es el supremo de T .

(b) Usando (a) y el Axioma del Supremo demuestre que todo conjunto no vacío de números

reales que es acotado inferiormente tiene un ín�mo.

2. Para cada uno de los siguientes conjuntos de números reales encuentre el mayor elemento y

el supremo, si éstos existen.

(i) S = R.

(ii) S = Z = el conjunto de todos los enteros.

(iii) S = [9, 10).

(iv) S = el conjunto de todos los números reales de la forma 1− 3
n2 , donde n es un entero

positivo.

(v) S = (−∞, 3].

3. Sea (X,τ ) un espacio topológico cualquiera. Demuestre que (X,τ ) no es conexo si, y sólo

si, éste tiene subconjuntos A y B que son disjuntos, no vacíos, propios y abiertos, tal que

A ∪B = X.

4. ¾Es el espacio (X,τ ) del Ejemplo 1.1.2 conexo?

1La mayoría de los libros usa esta propiedad para de�nir conexidad.
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5. Sea (X,τ ) cualquier conjunto in�nito con la topología co�nita. ¾Es (X,τ ) conexo?

6. Sea (X,τ ) un conjunto in�nito con la topología numerable cerrada. ¾Es (X,τ ) conexo?

7. Cuáles de los espacios topológicos de los Ejercicios 1.1 #9 son conexos?

3.4 Postdata

En este capítulo introducimos la noción de punto límite y mostramos que un conjunto es cerrado

si, y sólo si, éste contiene todos sus puntos límites. Entonces la Proposición 3.1.8 nos dice que

cualquier conjunto A tiene un menor conjunto cerrado A que lo contiene. Este conjunto A es

llamado la clausura de A.

Un subconjunto A de un espacio topológico (X,τ ) se dice que es denso en X si A = X.

Vimos que Q es denso en R y que el conjunto P de todos los números irracionales es también

denso en R. Introducidos la noción de vecindad de un punto y la noción de espacio topológico

conexo. Demostramos un resultado importante: R es conexo. Como dijimos anteriormente, más

delante tendremos mucho más que decir acerca de conexidad.

En los ejercicios introducimos la noción de interior de un conjunto, la cual es complementaria

a la de clausura de un conjunto.



Chapter 4

Homeomor�smos

Introducción

En cada rama de las matemáticas resulta esencial reconocer cuando dos estructuras son equivalentes.

Por ejemplo, dos conjuntos son equivalentes, en teoría de conjuntos, si existe una función biyectiva

biyectiva que transforma un conjunto en el otro. Dos grupos son equivalentes (o isomorfos) si existe

un homomor�smo de uno al otro que es inyectivo y sobreyectivo. Dos espacios topológicos son

equivalentes (o homeomorfos), si existe un homeomor�smo de uno sobre el otro.

4.1 Subespacios

4.1.1 De�nición. Sea Y un subconjunto no vacío de un espacio topológico (X,τ ).
La colección τ Y = {O ∩ Y : O ∈ τ } de subconjuntos de Y es una topología sobre Y

llamada la topología del subespacio (o la topología relativa o la topología inducida

o la topología inducida sobre Y por τ ). El espacio topológico (Y,τ Y ) se llama un

subespacio de (X,τ ).

Por supuesto, el lector debe chequear que TY es ciertamente una topología sobre Y .

71
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4.1.2 Ejemplo. Sean X = {a, b, c, d, e, f},

τ = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e, f}},

y Y = {b, c, e}. Entonces la topología del subespacio sobre Y es

τ Y = {Y,Ø, {c}}. 2

4.1.3 Ejemplo. Sean X = {a, b, c, d, e},

τ = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}},

y Y = {a, d, e}. Entonces la topología inducida sobre Y es

τ Y = {Y,Ø, {a}, {d}, {a, d}, {d, e}}. 2

4.1.4 Ejemplo. Sean B una base de la topología τ sobre X y Y un subconjunto de X.

Entonces no es difícil mostrar que la colección BY = {B ∩ Y : B ∈ B} es una base de la topología

del subespacio τ Y sobre Y . [Ejercicio: Veri�que ésto.]

Consideremos ahora el subconjunto (1, 2) de R. Una base de la topología inducida sobre

(1, 2) es la colección {(a, b) ∩ (1, 2) : a, b ∈ R, a < b}; es decir, {(a, b) : a, b ∈ R, 1 ≤ a < b ≤ 2} es

una base de la topología inducida sobre (1, 2). 2

4.1.5 Ejemplo. Considere el subconjunto [1, 2] de R. Una base de la topología del subespacio
τ sobre [1, 2] es

{(a, b) ∩ [1, 2] : a, b ∈ R, a < b};

es decir,

{(a, b) : 1≤ a < b≤ 2} ∪ {[1, b) : 1 < b≤ 2} ∪ {(a, 2] : 1≤ a < 2} ∪ {[1, 2]}

es una base de τ .

Pero aquí vemos que están ocurriendo algunas cosas sorprendentes; p.ej. [1, 11
2
) no es de por

sí un conjunto abierto en R, pero [1, 11
2
) = (0, 11

2
)∩ [1, 2], es un conjunto abierto en el subespacio

[1, 2].

Además, (1, 2] y [1, 2] no son abiertos en R pero son abiertos en [1, 2].

Por lo que siempre que hablemos de que un conjunto es abierto, tenemos que explicar

claramente en qué espacio o en qué topología el conjunto es abierto. 2
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4.1.6 Ejemplo. Sea Z el subconjunto de R formado por todos los enteros. Demuestre que

la topología inducida sobre Z por la topología Euclidiana sobre R es la topología discreta.

Demostración.

Para demostrar que la topología inducida, τZ, sobre Z es la discreta, es su�ciente, por

la Proposición 1.1.9, mostrar que todo conjunto unitario en Z es abierto en τZ; es decir,

si n ∈ Z entonces {n} ∈ τZ.

Sea n ∈ Z. Entonces {n} = (n − 1, n + 1) ∩ Z. Pero (n − 1, n + 1) es abierto en R, por lo
tanto {n} es abierto en la topología inducida sobre Z. Como consecuencia, todo conjunto unitario

en Z es abierto en la topología inducida sobre Z. Consiguientemente, la topología inducida es

discreta. 2

Notación. Siempre que nos re�ramos a

Q = el conjunto de todos los números racionales,

Z = el conjunto de todos los enteros,

N = el conjunto de todos los enteros positivos,

P = el conjunto de todos los números irracionales,

(a, b), [a, b], [a, b), (−∞, a), (−∞, a], (a,∞), o [a,∞)

como espacios topológicos sin explícitamente decir cuál es la topología, nos referimos a la topología

inducida como un subespacio de R. (A veces nos referiremos a la topología inducida sobre estos

conjuntos como la �topología usual�.)

Ejercicios 4.1

1. Sean X = {a, b, c, d, e} y τ = {X,Ø, {a}, {a, b}, {a, c, d}, {a, b, c, d}, {a, b, e}}. Liste los

miembros de las topologías inducidas τ Y sobre Y = {a, c, e} y τ Z sobre Z = {b, c, d, e}.
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2. Describa la topología inducida sobre el conjunto N de los enteros positivos por la topología

Euclidiana sobre R.

3. Escriba una base de la topología usual sobre cada uno de los siguientes conjuntos:

(i) [a, b), donde a < b;

(ii) (a, b], donde a < b;

(iii) (−∞, a];

(iv) (−∞, a);

(v) (a,∞);

(vi) [a,∞).

[Consejo: Vea los Ejemplos 4.1.4 y 4.1.5.]

4. Sean A ⊆ B ⊆ X y X con la topología τ . Sea τ B la topología del subespacio sobre B.

Además, sean τ 1 la topología inducida sobre A por τ , y τ 2 la topología inducida sobre

A por τ B. Demuestre que τ 1 = T2. (Por lo que un subespacio de un subespacio es un

subespacio.)

5. Sea (Y,τ Y ) un subespacio de un espacio (X,τ ). Muestre que un subconjunto Z de Y es

cerrado en (Y,τ Y ) si, y sólo si, Z = A ∩ Y , donde A es un subconjunto cerrado de (X,τ ).

6. Muestre que todo subespacio de un espacio discreto es discreto.

7. Muestre que todo subespacio de un espacio indiscreto es indiscreto.

8. Muestre que el subespacio [0, 1]∪[3, 4] de R tiene al menos 4 subconjuntos abiertos y cerrados.

¾Cuántos subconjuntos abiertos y cerrados tiene exactamente?

9. ¾Es cierto que todo subespacio de un espacio conexo es conexo?

10. Sea (Y,τ Y ) un subespacio de (X,τ ). Muestre que τ Y ⊆ τ si, y sólo si, Y ∈ τ .

[Consejo: Recuerde que Y ∈ τ Y .]
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11. Sean A y B espacios conexos de un espacio topológico (X,τ ). Si A∩B ̸= Ø, demuestre que

el subespacio A ∪B es conexo.

12. Sea (Y,τ 1) un subespacio de un T1-espacio (X,τ ). Muestre que (Y,τ 1) es también un

T1-espacio.

13. Un espacio topológico (X,τ ) se dice que es un espacio de Hausdor� (o un T2-espacio) si

dado cualquier par de puntos distintos a, b en X existen conjuntos abiertos U y V tal que

a ∈ U , b ∈ V , y U ∩ V = Ø.

(i) Muestre que R es Hausdor�.

(ii) Demuestre que todo espacio discreto es Hausdor�.

(iii) Muestre que cualquier T2-espacio es también un T1-espacio.

(iv) Muestre que Z con la topología co�nita es un T1-espacio pero no es un T2-espacio.

(v) Demuestre que cualquier subespacio de un T2-espacio es un T2-espacio.

14. Sea (Y,τ 1) un subespacio de un espacio topológico (X,τ ). Si (X,τ ) satisface el segundo
axioma de numerabilidad, muestre que (Y,τ 1) también satisface el segundo axioma de

numerabilidad.

15. Tome a y b en R con a < b. Demuestre que [a, b] es conexo.

[Consejo: En el enunciado y la demostración de la Proposición 3.3.3 reemplace R en todas

partes por [a, b].]

16. Sea Q el conjunto de todos los números racionales con la topología usual y sea P el conjunto

de todos los números irracionales con la topología usual.

(i) Demuestre que ni Q ni P es un espacio discreto.

(ii) ¾Es Q o P un espacio conexo?

(iii) ¾Es Q o P un espacio de Hausdor�?

(iv) ¾Tiene Q o P la topología co�nita?
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17. Un espacio topológico (X,τ ) se dice que es un espacio regular si para cada subconjunto

cerrado A de X y cualquier punto x ∈ X \ A, existen conjuntos abiertos U y V tal que

x ∈ U , A ⊆ V , y U ∩ V = Ø. Si (X,τ ) es regular y un T1-espacio, entonces se dice que es

un T3-espacio. Demuestre las siguientes a�rmaciones.

(i) Cada subespacio de un espacio regular es un espacio regular.

(ii) Los espacios R, Z, Q, P, y R 2 son espacios regulares.

(iii) Si (X,τ ) es un T1-espacio regular , entonces es un T2-espacio.

(iv) La recta de Sorgenfrey es un espacio regular.

(v)* Sean X el conjunto, R, de todos los números reales y S = { 1
n
: n ∈ N}. De�na que

un conjunto C ⊆ R es cerrado si C = A ∪ T , donde A es cerrado en la topología

Euclidiana sobre R y T es cualquier subconjunto de S. Los complementos de estos

conjuntos cerrados forman una topología τ sobre R que es Hausdor� pero no regular.

4.2 Homeomor�smos

Ahora giremos nuestra atención a la noción de espacios topológicos equivalentes. Comencemos

considerando un ejemplo:

X = {a, b, c, d, e}, Y = {g, h, i, j, k},

τ = {X,Ø, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}},

y

τ 1 = {Y,Ø, {g}, {i, j}, {g, i, j}, {h, i, j, k}}.

Está claro que intuitivamente (X,τ ) es �equivalente� a (Y,τ 1). La función f : X → Y de�nida

por f(a) = g, f(b) = h, f(c) = i, f(d) = j, and f(e) = k, brinda la equivalencia. Ahora

formalicemos ésto.
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4.2.1 De�nición. Sean (X,τ ) y (Y,τ 1) espacios topológicos. Entonces éstos se dicen

que son homeomorfos si existe una función f : X → Y con las propiedades siguientes:

(i) f es inyectiva (es decir, f(x1) = f(x2) implica x1 = x2),

(ii) f es sobreyectiva (es decir, para toda y ∈ Y existe una x ∈ X tal que f(x) = y),

(iii) para cada U ∈ τ 1, f−1(U) ∈ τ , y

(iv) para cada V ∈ τ , f(V ) ∈ τ 1.

Además, la función f se llama homeomor�smo entre (X,τ ) y (Y,τ 1). En este caso

escribimos (X,τ ) ∼= (Y,τ 1). 2

Demostraremos que �∼=� es una relación de equivalencia, y usaremos ésto para mostrar que

todos los intervalos abiertos (a, b) son homeomorfos entre ellos. El Ejemplo 4.2.2 es nuestro primer

paso, pues éste muestra que �∼=� es una relación transitiva.

4.2.2 Ejemplo. Sean (X,τ ), (Y,τ 1) y (Z,τ 2) espacios topológicos. Si (X,τ ) ∼= (Y,τ 1) y

(Y,τ 1) ∼= (Z,τ 2), demuestre que (X,τ ) ∼= (Z, T2).

Demostración.

Sabemos que (X, τ ) ∼= (Y, τ 1); es decir, existe un homeomor�smo f : (X, τ ) →
(Y, τ 1). También sabemos que (Y, τ 1) ∼= (Z, τ 2); es decir, existe un homeomor�smo

g : (Y, τ 1) → (Z, τ 2).

Tenemos que demostrar que (X, τ ) ∼= (Z, τ 2); es decir, tenemos que encontrar

un homeomor�smo h : (X, τ ) → (Z, τ 2). Demostraremos que la función compuesta

g ◦ f : X → Z es el homeomor�smo requerido.

Como (X,τ ) ∼= (Y,τ 1) y (Y,τ 1) ∼= (Z,τ 2), existen homeomor�smos f : (X, T ) → (Y,τ 1)

y g : (Y,τ 1) → (Z,τ 2). Considere la función compuesta g ◦ f : X → Z. [Por lo tanto

(g ◦ f)(x) = g(f(x)), para toda x ∈ X.] Es una tarea rutinaria veri�car que g ◦ f es inyectiva

y sobreyectiva. Ahora sea U ∈ τ 2. Entonces, como g es un homeomor�smo, g−1(U) ∈ τ 1.
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Usando el hecho de que f es un homeomor�smo, obtenemos que f−1(g−1(U)) ∈ τ . Pero

f−1(g−1(U)) = (g ◦ f)−1(U). Por lo que g ◦ f tiene la propiedad (iii) de la De�nición 4.2.1. Ahora

sea V ∈ τ . Entonces f(V ) ∈ T1 y como consecuencia, g(f(V )) ∈ τ 2; es decir (g ◦ f)(V ) ∈ τ 2,

y vemos que g ◦ f tiene la propiedad (iv) de la De�nición 4.2.1. Por consiguiente, g ◦ f es un

homeomor�smo. 2

4.2.3 Observación. El Ejemplo 4.2.2 muestra que �∼=� es una relación binaria transitiva. Es

fácil veri�car que es, en efecto, una relación de equivalencia; es decir,

(i) (X,τ ) ∼= (X,τ ) (Re�exiva);

(ii) (X,τ ) ∼= (Y,τ 1) implica (Y,τ 1) ∼= (X,τ ) (Simétrica);

[Observe que si f : (X,τ ) → (Y,τ 1) es un homeomor�smo, entonces su inversa

f−1 : (Y,τ 1) → (X,τ ) es también un homeomor�smo.]

(iii) (X,τ ) ∼= (Y,τ 1) y (Y,τ 1) ∼= (Z,τ 2) implica (X,τ ) ∼= (Z,τ 2) (Transitiva).

2

Las próximos tres ejemplos muestran que todos los intervalos abiertos en R son homeomorfos.

La longitud no es ciertamente una propiedad topológica. En particular, un intervalo abierto de

longitud �nita, como (0, 1), es homeomorfo a uno de longitud in�nita, como (−∞, 1). De hecho,

todos los intervalos abiertos son homeomorfos a R.
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4.2.4 Ejemplo. Demuestre que dos intervalos abiertos y no vacíos cualesquiera (a, b) y (c, d)

son homeomorfos.

Idea de la Demostración.

Por la Observación 4.2.3, es su�ciente mostrar que (a, b) es homeomorfo a (0, 1) y que

(c, d) es homeomorfo a (0, 1). Pero como a y b son arbitrarios (excepto que a < b),

si (a, b) es homeomorfo a (0, 1) entonces (c, d) es también homeomorfo a (0, 1). Para

demostrar que (a, b) es homeomorfo a (0, 1), es su�ciente encontrar un homeomor�smo

f : (0, 1) → (a, b).

Sea a, b ∈ R con a < b y considere la función f : (0, 1) → (a, b) dada por

f(x) = a(1− x) + bx.
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a

b

0 1

Claramente f : (0, 1) → (a, b) es inyectiva y sobreyectiva. También se puede ver en el diagrama

que la imagen bajo f de cualquier intervalo abierto en (0, 1) es un intervalo abierto in (a, b); es

decir,

f(un intervalo abierto en (0, 1)) = un intervalo abierto en (a, b).

Pero cualquier conjunto abierto en (0, 1) es una unión de intervalos abiertos en (0, 1), por lo

tanto

f(un conjunto abierto en (0, 1)) = f(una unión de intervalos abiertos en (0, 1))

= una unión de intervalos abiertos en (a, b)

= un conjunto abierto en (a, b).
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Por lo que la condición (iv) de la De�nición 4.2.1 se satisface. Del mismo modo, vemos que

f−1(un conjunto abierto en (a, b)) es un conjunto abierto en (0, 1). Por lo que la condición (iii) de

la De�nición 4.2.1 también se satisface.

[Ejercicio: Escriba la demostración anterior cuidadosamente.]

Por consiguiente, f es un homeomor�smo y (0, 1) ∼= (a, b), para todo a, b ∈ R con a < b.

De lo anterior se sigue inmediatamente que (a, b) ∼= (c, d), como se requería. 2

4.2.5 Ejemplo. Demuestre que el espacio R es homeomorfo al intervalo abierto (−1, 1) con

la topología usual.

Idea de la demostración. De�na f : (−1, 1) → R por

f(x) =
x

1− | x |
.

Se puede veri�car fácilmente que f es inyectiva y sobreyectiva, y un argumento grá�co como el

del Ejemplo 4.2.2 indica que f es un homeomor�smo.

.........

........

........

.......

.......

.......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

.......
.......
.......
........
........
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
........
........
........
........
........
........
.........
.........
.........
..........
........
........
........
........
........
........
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
........
........
........
.......
.......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
.......
.......
.......
.......
........
.........
..

−1 1

[Ejercicio: Escriba una demostración de que f es un homeomor�smo.] 2

4.2.6 Ejemplo. Demuestre que todo intervalo abierto (a, b), con a < b, es homeomorfo a R.

Demostración. Ésto sigue inmediatamente de los Ejemplos 4.2.5 y 4.2.4, y la Observación

4.2.3. 2
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4.2.7 Observación. Se puede demostrar de una forma similar que dos intervalos cualesquiera

[a, b] y [c, d], con a < b y c < d, son homeomorfos. 2

Ejercicios 4.2

1. (i) Si a, b, c, y d son números reales con a < b y c < d, demuestre que [a, b] ∼= [c, d].

(ii) Si a y b son números reales cualesquiera, demuestre que

(−∞, a] ∼= (−∞, b] ∼= [a,∞) ∼= [b,∞).

(iii) Si c, d, e, y f son números reales cualesquiera con c < d y e < f , demuestre que

[c, d) ∼= [e, f) ∼= (c, d] ∼= (e, f ].

(iv) Deduzca que para números reales cualesquiera a y b con a < b,

[0, 1) ∼= (−∞, a] ∼= [a,∞) ∼= [a, b) ∼= (a, b].

2. Demuestre que Z ∼= N

3. Sean m y c números reales distintos de cero, y X el subespacio de R2 dado por X = {⟨x, y⟩ :
y = mx+ c}. Demuestre que X es homeomorfo a R.

4. (i) Sean X1 y X2 las regiones rectangulares cerradas en R2 dadas por

X1 = {⟨x, y⟩ : |x| ≤ a1 y |y| ≤ b1}

y X2 = {⟨x, y⟩ : |x| ≤ a2 y |y| ≤ b2}

donde a1, b1, a2, y b2 son números reales positivos. Si X1 y X2 son espacios topológicos con

las topologías inducidas de R2, muestre que X1
∼= X2.

(ii) Sean D1 y D2 los discos cerrados en R2 dados por

D1 = {⟨x, y⟩ : x2 + y2 ≤ c1}

y D2 = {⟨x, y⟩ : x2 + y2 ≤ c2}

donde c1 y c2 son números reales positivos. Demuestre que D1
∼= D2, donde D1 y D2

tienen sus respectivas topologías del subespacio.
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(iii) Demuestre que X1
∼= D1.

5. Sean X1 y X2 subespacios de R dados por X1 = (0, 1) ∪ (3, 4) y X2 = (0, 1) ∪ (1, 2). Es

X1
∼= X2? (Justi�que su respuesta.)

6. (Grupo de homeomor�smos) Sean (X,τ ) espacio topológico cualquiera yG el conjunto

de todos los homeomor�smos de X en el mismo.

(i) Muestre que G es un grupo bajo la operación de composición de funciones.

(ii) Si X = [0, 1], muestre que G es in�nito.

(iii) Si X = [0, 1], es G un grupo abeliano?

7. Sean (X,τ ) y (Y,τ 1) espacios topológicos homeomorfos. Demuestre que

(i) Si (X,τ ) es un T0-espacio, entonces (Y,τ 1) es un T0-espacio.

(ii) Si (X,τ ) es un T1-espacio, entonces (Y,τ 1) es un T1-espacio.

(iii) Si (X,τ ) es un espacio de Hausdor�, entonces (Y,τ 1) es un espacio de Hausdor�.

(iv) Si (X,τ ) satisface el segundo axioma de numerabilidad, entonces (Y,τ 1) satisface el

segundo axioma de numerabilidad.

(v) Si (X,τ ) es un espacio separable, entonces (Y,τ 1) es un espacio separable.

8.* Sea (X,τ ) un espacio topológico discreto. Demuestre que (X,τ ) es homeomorfo a un

subespacio de R si, y sólo si, X es numerable.

4.3 Espacios No Homeomorfos

Para demostrar que dos espacios topológicos son homeomorfos, tenemos que encontrar un

homeomor�smo entre ellos.

Pero, demostrar que dos espacios topológicos no son homeomorfos es con frecuencia mucho

más difícil, pues tenemos que mostrar que no existe ningún homeomor�smo. El ejemplo siguiente

nos da una pista de cómo pudiéramos proceder en este caso.
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4.3.1 Ejemplo. Demuestre que [0, 2] no es homeomorfo al subespacio [0, 1] ∪ [2, 3] de R.

Demostración. Sean (X,τ ) = [0, 2] y (Y,τ 1) = [0, 1] ∪ [2, 3]. Entonces

[0, 1] = [0, 1] ∩ Y ⇒ [0, 1] es cerrado en (Y,τ 1)

y [0, 1] = (−1, 1
1

2
) ∩ Y ⇒ [0, 1] es abierto en (Y,τ 1).

Por lo que Y no es conexo, pues tiene a [0, 1] como un subconjunto propio, no vacío que es abierto

y cerrado .

Suponga que (X,τ ) ∼= (Y,τ 1). Entonces existe un homeomor�smo f : (X,τ ) → (Y,τ 1).

Por lo que f−1([0, 1]) es un subconjunto abierto y cerrado de X, y como consecuencia X no es

conexo. Ésto es falso pues [0, 2] = X es conexo. (Vea los Ejercicios 4.1 #15.) Consiguientemente,

tenemos una contradicción, y por lo tanto (X,τ ) ̸∼= (Y,τ 1). 2

¾Qué podemos aprender de este ejemplo?

4.3.2 Proposición. Cualquier espacio topológico homeomorfo a un espacio conexo es

conexo. 2

La Proposición 4.3.2 nos brinda una vía para tratar de probar que dos espacios topológicos

no son homeomorfos . . . encontrando una propiedad �preservada por homeomor�smos� que un

espacio tiene y el otro no.
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En los ejercicios nos hemos encontrado con muchas propiedades que son �preservadas por

homeomor�smos�:

(i) T0-espacio;

(ii) T1-espacio;

(iii) T2-espacio o Hausdor� espacio;

(iv) espacio regular;

(v) T3-espacio;

(vi) satisfacer el segundo axioma de numerabilidad;

(vii) espacio separable. [See los Ejercicios 4.2 #7.]

Existen también otras:

(viii) espacio discreto;

(ix) espacio indiscreto;

(x) topología co�nita;

(xi) topología numerable cerrada.

Por lo que junto con la conexidad, ya conocemos doce propiedades preservadas por homeomor�smos.

Además de esto, dos espacios (X,τ ) y (Y,τ 1) no pueden ser homeomorfos si X y Y tienen

cardinalidades diferentes (p.ej. X es numerable y Y es innumerable) o si τ y τ 1 tienen

cardinalidades diferentes.

No obstante, cuando nos enfrentamos a un problema especí�co, pudiéramos no tener la

propiedad que necesitamos. Por ejemplo, al mostrar que (0, 1) no es homeomorfo a [0, 1] o

al mostrar que R no es homeomorfo a R2. Veremos cómo mostrar que estos espacios no son

homeomorfos dentro de poco.
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Antes de continuar, respondamos la pregunta siguiente:¾cuáles subespacios de R son conexos?

4.3.3 De�nición. Un subconjunto S de R se dice que es un intervalo si éste tiene la

propiedad siguiente: si x ∈ S, z ∈ S, y y ∈ R son tales que x < y < z, entonces y ∈ S.

4.3.4 Observaciones. Note que cada conjunto unitario {x} es un intervalo.

(ii) Cada intervalo tiene una de las formas siguientes: {a}, [a, b], (a, b), [a, b), (a, b], (−∞, a),

(−∞, a], (a,∞), [a,∞), (−∞,∞).

(iii) Se desprende del Ejemplo 4.2.6, la Observación 4.2.7, y los Ejercicios 4.2 #1, que cada

intervalo es homeomorfo a (0, 1), [0, 1], [0, 1), o {0}. En los Ejercicios 4.3 #1, seremos

capaces de hacer una a�rmación más fuerte.

4.3.5 Proposición. Un subespacio S de R es conexo si, y sólo si, éste es un intervalo.

Demostración. Que todos los intervalos son conexos puede ser probado de manera similar a

la Proposición 3.3.3 reemplazando todas las ocurrencias deR en la demostración por el intervalo

que estamos tratando de probar que es conexo.

Por otro lado, sea S conexo. Suponga que x ∈ S, z ∈ S, x < y < z, y y /∈ S. Entonces

(−∞, y) ∩ S = (−∞, y] ∩ S es un subconjunto abierto y cerrado de S. Por lo que S tiene un

subconjunto abierto y cerrado, a saber (−∞, y) ∩ S. Para mostrar que S no es conexo, tenemos

que veri�car solamente que éste conjunto abierto y cerrado es propio y no vacío. No es vacío pues

éste contiene a x. Es propio pues z ∈ S pero z /∈ (−∞, y) ∩ S. Como consecuencia, S no es

conexo. Ésto es una contradicción. Por consiguiente, S es un intervalo. 2

Ahora vemos una razón de por qué el nombre �conexo�. Subespacios de R tales como [a, b],

(a, b), etc. son conexos, mientras subespacios como

X = [0, 1] ∪ [2, 3] ∪ [5, 6]

que es una unión de piezas �disconexas�, no son conexos.

Ahora retornamos al problema de mostrar que (0, 1) ̸∼= [0, 1]. Primeramente, presentamos

una observación aparentemente trivial.
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4.3.6 Observación. Sea f : (X,τ ) → (Y,τ 1) un homeomor�smo. Sea a ∈ X, tal que

X \{a} es un subespacio de X con la topología inducida τ 2. Además, Y \{f(a)} es un subespacio

de Y con la topología inducida τ 3. Entonces (X \ {a},τ 2) es homeomorfo a (Y \ {f(a)},τ 3).

Idea de la demostración. De�na g : X \ {a} → Y \ {f(a)} by g(x) = f(x), para toda

x ∈ X \ {a}. Entonces, se puede veri�car fácilmente que g es un homeomor�smo. (Escriba

una demostración de ésto.) 2

Como una consecuencia inmediata de ésto tenemos:

4.3.7 Corolario. Si a, b, c, y d son números reales con a < b y c < d, entonces

(i) (a, b) ̸∼= [c, d),

(ii) (a, b) ̸∼= [c, d], y

(iii) [a, b) ̸∼= [c, d].

Demostración. (i) Sean (X,τ ) = [c, d) y (Y,τ 1) = (a, b). Suponga que (X,τ ) ∼= (Y,τ 1).

Entonces X \ {c} ∼= Y \ {y}, para alguna y ∈ Y . Pero, X \ {c} = (c, d) es un intervalo, y por lo

tanto es conexo, mientras que, independientemente de cuál punto removamos de (a, b), el espacio

resultante es disconexo. Por lo tanto, por la Proposición 4.3.2,

X \ {c} ≁= Y \ {y}, para toda y ∈ Y.

Ésto es una contradicción. Por consiguiente, [c, d) ̸∼= (a, b).

(ii) [c, d] \ {c} es conexo, mientras que (a, b) \ {y} es disconexo para toda y ∈ (a, b). Como

consecuencia, (a, b) ̸∼= [c, d].

(iii) Suponga que [a, b) ∼= [c, d]. Entonces [c, d] \ {c} ∼= [a, b) \ {y} para alguna y ∈ [a, b).

Por lo tanto, ([c, d] \ {c}) \ {d} ∼= ([a, b) \ {y}) \ {z}, para alguna z ∈ [a, b) \ {y}; es decir,

(c, d) ∼= [a, b) \ {y, z}, para elementos distintos y y z en [a, b). Pero (c, d) es conexo, mientras que

[a, b) \ {y, z}, para dos puntos distintos cualesquiera y y z en [a, b), es disconexo. Como resultado,

tenemos una contradicción. Consiguientemente, [a, b) ̸∼= [c, d]. 2
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Ejercicios 4.3

1. Deduzca de lo anterior (Corolario 4.3.7) que todo intervalo es homeomorfo a uno y sólo uno

de los espacios siguientes:

{0}; (0, 1); [0, 1]; [0, 1).

2. Deduzca de la Proposición 4.3.5 que todo subespacio numerable de R con más de un punto

es disconexo. (En particular, Z y Q son disconexos.)

3. Sea X el círculo unitario en R2; es decir, X = {⟨x, y⟩ : x2 + y2 = 1} y tiene la topología del

subespacio.

(i) Muestre que X \ {⟨1, 0⟩} es homeomorfo al intervalo abierto (0, 1).

(ii) Deduzca que X ̸∼= (0, 1) y X ̸∼= [0, 1].

� (iii)] Observando que para todo punto a ∈ X, el subespacio X \{a} es conexo, muestre
que X ̸∼= [0, 1).

(iv) Deduzca que X no es homeomorfo a ningún intervalo.

4. Sea Y el subespacio de R2 dado por

Y = {⟨x, y⟩ : x2 + y2 = 1} ∪ {⟨x, y⟩ : (x− 2)2 + y2 = 1}

(i) ¾Es Y homeomorfo al espacio X en el Ejercicio 3 anterior?

(ii) ¾Es Y homeomorfo a un intervalo?

5. Sea Z el subespacio de R2 dado por

Z = {⟨x, y⟩ : x2 + y2 = 1} ∪ {⟨x, y⟩ : (x− 3/2)2 + y2 = 1}.

Muestre que

(i) Z no es homeomorfo a ningún intervalo, y que

(ii) Z no es homeomorfo a X ni a Y , los espacios descritos en los Ejercicios 3 y 4 anteriores.

6. Demuestre que la recta de Sorgenfrey no es homeomorfo a R, ni a R 2, ni a ningún subespacio

de estos espacios.
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7. (i) Demuestre que el espacio topológico de los Ejercicios 1.1 #5 (i) no es homeomorfo al

espacio de los Ejercicios 1.1 #9 (ii).

(ii)* En los Ejercicios 1.1 #5, ¾es (X,τ 1) ∼= (X,τ 2)?

(iii)* En los Ejercicios 1.1 # 9, ¾es (X,τ 2) ∼= (X,τ 9)?

8. Sea (X,τ ) un espacio topológico, donde X es un conjunto in�nito. Demuestre cada una de

las a�rmaciones siguientes (originalmente demostradas por John Ginsburg and Bill Sands

[92]).

(i)* (X,τ ) tiene un subespacio homeomorfo a (N,τ 1), donde o τ 1 es la topología indiscreta

o (N,τ 1) es un T0-espacio.

(ii)** Sea (X,τ ) un T1-espacio. Entonces (X,τ ) tiene un subespacio homeomorfo a (N,τ 2),

donde τ 2 es o la topología co�nita o la topología discreta.

(iii) Deduzca de (ii), que cualquier espacio in�nito de Hausdor� contiene un subespacio

discreto in�nito, y por lo tanto, un subespacio homeomorfo aN con la topología discreta.

(iv)** Sea (X,τ ) un T0-espacio que no es un T1-espacio. Entonces el espacio (X,τ ) tiene
un subespacio homeomorfo a (N,τ 1), donde τ 3 está formada por N, Ø, y todos los

conjuntos {1, 2, . . . , n}, n ∈ N, o τ 3 está formada por N, Ø, y todos los conjuntos

{n, n+ 1, . . . }, n ∈ N.

(v) Deduzca de lo anterior que todo espacio topológico in�nito tiene un subespacio

homeomorfo a (N,τ 4), donde τ 4 es la topología indiscreta, la topología discreta, la

topología co�nita, o una de las dos topologías descritas en (iv), conocidas como la

topología del segmento inicial y la topología del segmento �nal, respectivamente.

Además, dos cualesquiera de estas cinco topologías sobre N no son homeomorfas.

9. Sean (X,τ ) y (Y,τ 1) espacios topológicos. Una función f : X → Y se dice que es un

homeomor�smo local si cada punto x ∈ X tiene una vecindad abierta U tal que f

transforma U homeomór�camente en un subespacio abierto V de (Y,τ 1); es decir, si la

topología inducida sobre U por τ es τ 2 y la topología inducida sobre V = f(U) por τ 1 es

τ 3, entonces f es un homeomor�smo de (U,τ 2) en (V,τ 3). El espacio topológico (X,τ )
se dice que es localmente homeomorfo a (Y,τ 1) si existe un homeomor�smo local de

(X,τ ) en (Y,τ 1).
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(i) Si (X,τ ) y(Y,τ 1) son espacios topológicos homeomorfos, veri�que que (X,τ ) es

localmente homeomorfo a (Y,τ 1).

(ii) Si (X,τ ) es un subespacio abierto de (Y,τ 1), demuestre que (X,τ ) es localmente

homeomorfo a (Y,τ 1).

(iii)* Demuestre que si f : (X,τ ) → (Y,τ 1) es un homeomor�smo local, entonces f

transforma cada subconjunto abierto de (X,τ ) en un subconjunto abierto de (Y,τ 1).

4.4 Postdata

Existen tres maneras importantes de crear nuevos espacios topológicos a partir de viejos: la

formación de subespacios, los productos, y los espacios cocientes. Nosotros examinaremos estas

tres vías en el momento apropiado. La formación de subespacios fue estudiada en este capítulo.

Ésto nos permitió introducir los espacios Q, [a, b], (a, b), etc.

De�nimos la importante noción de homeomor�smo. Notamos que �∼=� es una relación de

equivalencia. Una propiedad se dice que es topológica si es preservada por homeomor�smos; es

decir, si (X, T ) ∼= (Y,τ 1) y (X,τ ) tiene la propiedad entonces (Y, T1) tiene que tener también

la propiedad. Fue mostrado que la conexidad es una propiedad topológica. Por lo que cualquier

espacio homeomorfo a un espacio conexo es conexo. (Algunas otras propiedades topológicas fueron

también identi�cadas.) Formalmente de�nimos la noción de un intervalo en R, y mostramos que

los intervalos son precisamente los espacios conexos de R.

Dados dos espacios topológicos (X,τ ) y (Y,τ 1) es una tarea interesante mostrar si ellos son

homeomorfos o no. Demostramos que todo intervalo en R es homeomorfo a uno y sólo uno de los

conjuntos siguientes [0, 1], (0, 1), [0, 1), y {0}. En el capítulo próximo mostraremos que R no es

homeomorfo a R2. Un problema más difícil es el de mostrar que R2 no es homeomorfo a R3. Ésto

será hecho más adelante a través del Teorema de la curva de Jordan. Sin embargo, la �or y nata

es el hecho de que Rn ∼= Rm si, y sólo si, n = m. De la mejor forma que ésto es analizado es a

través de la topología algebraica, la cual es tratada brevemente en este libro.

Los Ejercicios 4.2 #6 introdujeron la noción de grupo de homeomor�smos, la cual es por sí

misma un tema interesante e importante.



Chapter 5

Funciones Continuas

Introducción

En la mayoría de las ramas de las matemáticas puras estudiamos lo que en teoría de categorías

son llamados �objetos� y ��echas�. En álgebra lineal los objetos son espacios vectoriales y las

�echas son transformaciones lineales. En teoría de grupos los objetos son grupos y las �echas

son homomor�smos, mientras en teoría de conjuntos los objetos son conjuntos y las �echas son

funciones. En topología los objetos son los espacios topológicos. Ahora introducimos las �echas

. . . las funciones continuas.

5.1 Funciones Continuas

Por supuesto, muchos de nosotros estamos ya familiarizados 1 con la noción de una función continua

de R en R.

Una función f : R → R se dice que es continua si para cada a ∈ R y cada número real

positivo ε, existe un número real positivo δ, tal que | x− a |< δ implica | f(x)− f(a) |< ε.

No es obvio cómo generalizar esta de�nición a espacios topológicos generales, donde no

tenemos �valor absoluto� o �sustracción�. Por lo que buscaremos otra de�nición (equivalente)

de continuidad que se presta más para una generalización.

Se puede ver fácilmente que f : R → R es continua si, y sólo si, para cada a ∈ R y cada

intervalo (f(a)− ε, f(a) + ε), para ε > 0, existe un δ > 0 tal que f(x) ∈ (f(a)− ε , f(a) + ε) para

todo x ∈ (a− δ , a+ δ).

1La primera parte de esta sección asume que el lector tiene algún conocimiento de análisis real y, en particular,
de la de�nición ε�δ de continuidad. Si éste no es el caso, entonces proceda directamente a la De�nición 5.1.3.

90
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Esta de�nición constituye una mejora pues no involucra el concepto de �valor absoluto� pero

aún envuelve el concepto de �sustracción�. El lema próximo muestra cómo evitar la sustracción.

5.1.1 Lema. Sea f una función que transforma R en el mismo. Entonces f es continua

si, y sólo si, para cada a ∈ R y cada conjunto abierto U que contiene f(a), existe un conjunto

abierto V que contiene a tal que f(V ) ⊆ U .

Demostración. Asuma que f es continua. Sea a ∈ R y sea U cualquier conjunto abierto que

contiene f(a). Entonces existen números reales c y d tal que f(a) ∈ (c, d) ⊆ U . Ponga ε igual al

menor de los dos números d− f(a) y f(a)− c, tal que

(f(a)− ε , f(a) + ε) ⊆ U.

Como la función f es continua, existe un δ > 0 tal que f(x) ∈ (f(a) − ε , f(a) + ε) para toda

x ∈ (a− δ , a+ δ). Sea V el conjunto abierto (a− δ , a+ δ). Entonces a ∈ V y f(V ) ⊆ U , como

se requería.

Por otro lado, asuma que para cada a ∈ R y cada conjunto abierto U conteniendo f(a) existe

un conjunto abierto V conteniendo a tal que f(V ) ⊆ U . Tenemos que mostrar que f es continua.

Sean a ∈ R y ε cualquier número real positivo. Ponga U = (f(a) − ε , f(a) + ε). Por lo que

U es un conjunto abierto que contiene f(a). Como resultado, existe un conjunto abierto V que

contiene a tal que f(V ) ⊆ U . Como V es un conjunto abierto conteniendo a, existen números

reales c y d tal que a ∈ (c, d) ⊆ V . Ponga δ igual al menor de los dos números d − a y a − c,

tal que (a − δ , a + δ) ⊆ V . Entonces para toda x ∈ (a − δ , a + δ), f(x) ∈ f(V ) ⊆ U , como se

requería. Por consiguiente, f es continua. 2

Nosotros podríamos usar la propiedad descrita en el Lema 5.1.1 para de�nir continuidad, sin

embargo el lema siguiente nos permite hacer una de�nición más elegante.



92 CHAPTER 5. FUNCIONES CONTINUAS

5.1.2 Lema. Sea f una función de un espacio topológico (X,τ ) en un espacio topológico
(Y,τ ′). Entonces las dos condiciones siguientes son equivalentes:

(i) para cada U ∈ τ ′, f−1(U) ∈ τ ,

(ii) para cada a ∈ X y cada U ∈ τ ′ con f(a) ∈ U , existe un V ∈ τ tal que a ∈ V y

f(V ) ⊆ U .

Demostración. Asuma que la condición (i) se satisface. Sean a ∈ X y U ∈ τ ′ con f(a) ∈ U .

Entonces f−1(U) ∈ τ . Ponga V = f−1(U), y tenemos que a ∈ V, V ∈ τ , y f(V ) ⊆ U . Por lo que

la condición (ii) se satisface.

Por otro lado, asuma que la condición (ii) se cumple. Sea U ∈ τ ′. Si f−1(U) = Ø entonces,

claramente f−1(U) ∈ τ . Si f−1(U) ̸= Ø, sea a ∈ f−1(U). Entonces f(a) ∈ U . Por lo que existe

un V ∈ τ tal que a ∈ V y f(V ) ⊆ U . Por lo tanto, para cada a ∈ f−1(U) existe un V ∈ τ tal

que a ∈ V ⊆ f−1(U). Por el Corolario 3.2.9, esto implica que f−1(U) ∈ τ . Por consiguiente la

condición (i) se cumple. 2

Poniendo juntos Lemas 5.1.1 y 5.1.2, vemos que f : R → R es continua si, y sólo si, para

cada subconjunto abierto U de R, f−1(U) es un conjunto abierto.

Ésto nos lleva a de�nir la noción de una función continua entre dos espacios topológicos de

la manera siguiente:

5.1.3 De�nición. Sean (X,τ ) y (Y,τ 1) espacios topológicos, y f una función de X

en Y . Entonces f : (X,τ ) → (Y,τ 1) se dice que es una función continua si para cada

U ∈ τ 1, f
−1(U) ∈ τ .

De las observaciones anteriores, vemos que esta de�nición de continuidad coincide con la

de�nición usual cuando (X,τ ) = (Y,τ 1) = R.
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Revisemos algunos ejemplos sencillos para ver con que facilidad esta de�nición de continuidad

se aplica en la práctica.

5.1.4 Ejemplo. Considere f : R → R dada por f(x) = x, para toda x ∈ R; es decir, f es la

función identidad. Entonces, para cualquier conjunto abierto U en R, f−1(U) = U , y por lo tanto

f−1(U) es abierto. Por consiguiente, f es continua. 2

5.1.5 Ejemplo. Sea f : R → R dada por f(x) = c, para una constante c, y todo x ∈ R.
Entonces, sea U cualquier conjunto abierto en R. Claramente f−1(U) = R, si c ∈ U , y Ø si c ̸∈ U .

En ambos cases, f−1(U) es abierto. Por lo que f es continua. 2

5.1.6 Ejemplo. Considere f : R → R de�nida por

f(x) =

{
x− 1, si x ≤ 3
1
2
(x+ 5), si x > 3.
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Recuerde que una función es continua si, y sólo si, la imagen inversa de todo conjunto

abierto es un conjunto abierto.

Por lo tanto, para mostrar que f no es continua, tenemos que encontrar solamente

un conjunto U tal que f−1(U) no sea abierto.

Entonces, f−1((1, 3)) = (2, 3], el cual no es un conjunto abierto. Por consiguiente, f no es

continua. 2
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Note que el Lema 5.1.2 puede ser enunciado nuevamente de la siguiente forma.2

5.1.7 Proposición. Sea f una función de un espacio topológico (X,τ ) en un espacio

(Y,τ ′). Entonces, f es continua si, y sólo si, para cada x ∈ X y cada U ∈ τ ′ con f(x) ∈ U ,

existe un V ∈ τ tal que x ∈ V y f(V ) ⊆ U . 2

5.1.8 Proposición. Sean (X,τ ), (Y,τ 1) y (Z,τ 2) espacios topológicos. Si f :

(X,τ ) → (Y,τ 1) y g : (Y, T1) → (Z,τ 2) son funciones continuas, entonces la función

compuesta g ◦ f : (X,τ ) → (Z,τ 2) es continua.

Demostración.

Para probar que la función compuesta g ◦ f : (X, τ ) → (Z, τ 2) es continua, tenemos

que mostrar que si U ∈ τ 2, entonces (g ◦ f)−1(U) ∈ τ .

Pero (g ◦ f)−1(U) = f−1(g−1(U)).

Sea U un conjunto abierto en (Z,τ 2). Como g es continua, g−1(U) es abierto en τ 1. Entonces

f−1(g−1(U)) es abierto en τ , pues f es continua. Pero f−1(g−1(U)) = (g ◦ f)−1(U). Por lo que,

g ◦ f es continua. 2

El próximo resultado nos muestra que la continuidad puede ser descrita in términos de

conjuntos cerrados en vez de conjuntos abiertos si deseamos.

5.1.9 Proposición. Sean (X,τ ) y (Y,τ 1) espacios topológicos. Entonces f : (X,τ ) →
(Y,τ 1) es continua si, y sólo si, para todo subconjunto cerrado S de Y, f−1(S) es un

subconjunto cerrado de X.

2Si no ha leído el Lema 5.1.2 y su demostración, debe hacerlo ahora.
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Demostración. Este resultado se obtiene inmediatamente que reconozcamos que

f−1(el complemento de S) = el complemento de f−1(S). 2

5.1.10 Observación. Existe una relación entre funciones continuas y homeomor�smos: si

f : (X,τ ) → (Y,τ 1) es un homeomor�smo entonces f es una función continua. Por supuesto no

toda función continua es un homeomor�smo.

Sin embargo, la proposición siguiente, cuya demostración se sigue de las de�niciones de

�función continua� y �homeomor�smo� nos cuenta la historia completa.

5.1.11 Proposición. Sean (X,τ ) y (Y,τ ′) espacios topológicos, y f una función de X

en Y . Entonces f es un homeomor�smo si, y sólo si,

(i) f es continua,

(ii) f es inyectiva y sobreyectiva; es decir, la función inversa f−1 : Y → X existe, y

(iii) f−1 es continua. 2

Un resultado útil es la proposición siguiente, la cual nos dice que la restricción de una función

continua es una función continua. Su demostración rutinaria es dejada al lector�vea también el

Conjunto de Ejercicios 5.1 #8.

5.1.12 Proposición. Sean (X,τ ) y (Y,τ 1) espacios topológicos, f : (X,τ ) → (Y,τ 1)

una función continua, A un subconjunto de X, y τ 2 la topología inducida sobre A. Además,

sea g : (A,τ 2) → (Y,τ 1) la restricción de f a A; es decir, g(x) = f(x), para toda x ∈ A.

Entonces g es continua.
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Ejercicios 5.1

1. (i) Sea f : (X,τ ) → (Y,τ 1) una función constante. Muestre que f es continua.

(ii) Sea f : (X,τ ) → (X,τ ) la función identidad. Muestre que f es continua.

2. Sea f : R → R dada por

f(x) =

{
−1, x ≤ 0

1, x > 0.

(i) Demuestre que f no es continua usando el método del Ejemplo 5.1.6.

(ii) Encuentre f−1({1}) y, usando la Proposición 5.1.9, deduzca que f no es continua.

3. Sea f : R → R dada por

f(x) =

{
x, x ≤ 1

x+ 2, x > 1.

¾Es f continua? (Justi�que su respuesta.)

4. Sea (X,τ ) el subespacio de R dado por X = [0, 1] ∪ [2, 4]. De�na f : (X,τ ) → R por

f(x) =

{
1, si x ∈ [0, 1]

2, si x ∈ [2, 4].

Demuestre que f es continua. (¾Ésto le sorprende?)

5. Sean (X,τ ) y (Y,τ 1) espacios topológicos, y B1 una base de la topología τ 1. Muestre que

una función f : (X,τ ) → (Y,τ 1) es continua si, y sólo si, f−1(U) ∈ τ , para todo U ∈ B1.

6. Sean (X,τ ) y (Y,τ 1) espacios topológicos y f una función de X en Y . Si (X,τ ) es un
espacio discreto, demuestre que f es continua.

7. Sea (X,τ ) and (Y,τ 1) espacios topológicos, y f una función de X en Y . Si (Y,τ 1) es un

espacio indiscreto, demuestre que f es continua.

8. Sean (X,τ ) y (Y,τ 1) espacios topológicos, y f : (X,τ ) → (Y,τ 1) una función continua.

Sean A un subconjunto de X, τ 2 la topología inducida sobre A, B = f(A), τ 3 la topología

inducida sobre B y g : (A,τ 2) → (B, T3) la restricción de f a A. Demuestre que g es

continua.
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9. Sea f una función de un espacio (X,τ ) en un espacio (Y,τ ′). Demuestre que f es continua

si, y sólo si, para cada x ∈ X y cada vecindad N de f(x) existe una vecindad M de x tal

que f(M) ⊆ N .

10. Sean τ 1 y τ 2 dos topologías sobre un conjuntoX. Entonces τ 1 se dice que es una topología

más �na3 que τ 2 (y τ 2 se dice que es una topología menos �na4 que τ 1) si τ 1 ⊇ τ 2.

Demuestre que

(i) la topología Euclidiana R es más �na que la topología co�nita sobre R;

(ii) la función identidad f : (X,τ 1) → (X,τ 2) es continua si, y sólo si, τ 1 es una topología

más �na que τ 2.

11. Sea f : R → R una función continua tal que f(q) = 0 para todo número racional q.

Demuestre que f(x) = 0 para toda x ∈ R.

12. Sean (X,τ ) y (Y,τ 1) espacios topológicos, y f : (X,τ ) → (Y,τ 1) una función continua. Si

f es inyectiva, demuestre que

(i) Si (Y,τ 1) es Hausdor� entonces (X,τ ) es Hausdor�.

(ii) Si (Y,τ 1) es un T1-espacio entonces (X,τ ) es un T1-espacio.

13. Sean (X,τ ) y (Y,τ 1) espacios topológicos, y sea f una función de (X,τ ) en (Y,τ 1).

Demuestre que f es continua si, y sólo si, para todo subconjunto A de X, f(A) ⊆ f(A).

[Consejo: Use la Proposición 5.1.9.]

5.2 Teorema del Valor Intermedio

5.2.1 Proposición. Sean (X,τ ) y (Y,τ 1) espacios topológicos, y f : (X,τ ) → (Y,τ 1)

sobreyectiva y continua. Si (X,τ ) es conexo, entonces (Y,τ 1) es conexo.

3
Nota del Traductor: Traducción de ��ner topology�.

4
Nota del Traductor: Traducción de �coarser topology�.
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Demostración. Suponga que (Y,τ 1) no es conexo. Entonces (Y,τ 1) tiene un subconjunto

abierto y cerrado U tal que U ̸= Ø y U ̸= Y . Entonces f−1(U) es un conjunto abierto, pues f

es continua, y además es un conjunto cerrado, por la Proposición 5.1.9; es decir, f−1(U) es un

subconjunto abierto y cerrado de X. Ahora f−1(U) ̸= Ø, pues f es sobreyectiva y U ̸= Ø. Además

f−1(U) ̸= X, puesto si lo fuera, U sería igual a Y , por la sobreyectividad de f . Por consiguiente,

(X,τ ) no es conexo. Ésto es una contradicción. Como consecuencia, (Y,τ 1) es conexo. 2

5.2.2 Observaciones. (i) La proposición de arriba sería falsa si la condición de �sobreyectividad�

es eliminada. (Encuentre un ejemplo de ésto.)

(ii) La Proposición 5.2.1 podría también ser enunciada de la manera siguiente: cualquier imagen

continua de un conjunto conexo es conexa.

(iii) La Proposición 5.2.1 nos dice que si (X,τ ) es un espacio conexo y (Y,τ ′) no es conexo (es

decir, disconexo) entonces no existe ninguna función sobreyectiva de (X,τ ) en (Y,τ ′) que

sea continua. Por ejemplo, mientras existen un un número in�nito de funciones sobreyectivas

de R en Q (o en Z), ninguna de ellas es continua. Ciertamente, en el Conjunto de Ejercicios

5.2 # 10 observamos que las únicas funciones continuas y no sobreyectivas de R en Q (o en

Z) son las funciones constantes. 2

La siguiente versión reforzada de conexidad es con frecuencia útil.

5.2.3 De�nición. Un espacio topológico (X,τ ) se dice que es conexo por caminos

(o arcoconexo) si para cada par de puntos distintos a y b de X existe una función continua

f : [0, 1] → (X,τ ), tal que f(0) = a y f(1) = b. La función f se dice que es un camino

uniendo a a b.

.

5.2.4 Ejemplo. Se puede ver fácilmente que todo intervalo es conexo por caminos. 2

5.2.5 Ejemplo. Para cada n ≥ 1, Rn es conexo por caminos. 2
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5.2.6 Proposición. Todo espacio conexo por caminos es conexo.

Demostración. Sea (X,τ ) un espacio conexo por caminos y suponga no es conexo.

Entonces (X,τ ) tiene un subconjunto U que es propio, no vacío, abierto y cerrado. Por lo

que, existen a y b tal que a ∈ U y b ∈ X \ U . Como (X,τ ) es conexo por caminos, existe una

función continua f : [0, 1] → (X,τ ) tal que f(0) = a y f(1) = b.

Sin embargo, f−1(U) es un subconjunto abierto y cerrado de [0, 1]. Como a ∈ U, 0 ∈ f−1(U),

y por lo tanto f−1(U) ̸= Ø. Como b ̸∈ U, 1 ̸∈ f−1(U), y como consecuencia f−1(U) ̸= [0, 1].

Por consiguiente, f−1(U) es un subconjunto propio, no vacío, abierto y cerrado de [0, 1], lo cual

contradice la conexidad de [0, 1].

Consecuentemente, (X,τ ) es conexo. 2

5.2.7 Observación. Lo opuesto de la Proposición 5.2.6 es falso; es decir, no todo espacio

conexo es conexo por caminos. Un ejemplo de tal espacio es el subespacio siguiente de R2:

X = {⟨x, y⟩ : y = sen(1/x), 0 < x ≤ 1} ∪ {⟨0, y⟩ : −1 ≤ y ≤ 1}.

[El Conjunto de Ejercicios 5.2 #6 muestra que X es conexo. Que X no es conexo por caminos

puede ser visto mostrando que no existe camino enlazando ⟨0, 0⟩ a, digamos, el punto ⟨1/π, 0⟩.
Dibuje una �gura y trate de convencerse de ésto.] 2

Ahora podemos mostrar que R ̸∼= R2.

5.2.8 Ejemplo. Aquí hacemos uso de la Observación 4.3.6. Claramente, R2 \ {⟨0, 0⟩} es

conexo por caminos, y por lo tanto, por la Proposición 5.2.6, es conexo. Sin embargo, por la

Proposición 4.3.5, R \ {a}, para toda a ∈ R, es disconexo. Por consiguiente, R ̸∼= R2. 2

Ahora presentamos el Teorema del Valor Intermedio de Weierstrass, el cual es una bella

aplicación de la topología a la teoría de funciones de variable real. El concepto topológico crucial

del resultado es el de conexidad.
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5.2.9 Teorema. (Teorema del Valor Intermedio de Weierstrass) Sea f : [a, b] →
R continua tal que f(a) ̸= f(b). Entonces para cada número p entre f(a) y f(b) existe un

punto c ∈ [a, b] tal que f(c) = p.

Demostración. Como [a, b] es conexo yf es continua, la Proposición 5.2.1 nos dice que f([a, b])

es conexo. Por la Proposición 4.3.5, ésto implica que f([a, b]) es un intervalo. Ahora f(a) y f(b)

están en f([a, b]). Por lo que, si p está entre f(a) y f(b), p ∈ f([a, b]), es decir, p = f(c), para

algún c ∈ [a, b]. 2

5.2.10 Corolario. Si f : [a, b] → R es continua tal que f(a) > 0 y f(b) < 0, entonces

existe un x ∈ [a, b] tal que f(x) = 0. 2

5.2.11 Corolario. (Teorema del Punto Fijo) Sea f una función continua de [0, 1]

en [0, 1]. Entonces existe un z ∈ [0, 1] tal que f(z) = z. (El punto z es llamado un punto

�jo.)

Demostración. Si f(0) = 0 o f(1) = 1, el resultado es evidente.Por lo que es su�ciente

considerar el caso cuando f(0) > 0 y f(1) < 1.

Sea g : [0, 1] → R de�nida por g(x) = x−f(x). Claramente g es continua, g(0) = −f(0) < 0,

and g(1) = 1 − f(1) > 0. Consecuentemente, por el Corolario 5.2.10, existe un z ∈ [0, 1] tal que

g(z) = 0; es decir, z − f(z) = 0 o f(z) = z. 2

5.2.12 Observación. El Corolario 5.2.11 es un caso especial de un teorema muy importante

llamado el Teorema del Punto Fijo de Brouwer el cual dice que si usted transforma un cubo

n-dimensional en el mismo continuamente, entonces existe un punto �jo. [Existen muchas

demostraciones de este teorema, pero la mayoría depende de métodos de topología algebraica.

Una demostración poco so�sticada es dada en la páginas 238�239 del libro �Introducción a la

Teoría de Conjuntos y a la Topología�, de K. Kuratowski (Pergamon Press, 1961).]



5.2. TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO 101

Ejercicios 5.2

1. Demuestre que una imagen continua de un espacio conexo por caminos es conexa por

caminos.

2. Sea f una función continua del intervalo [a, b] en el mismo, donde a, b ∈ R y a < b. Demuestre

que existe un punto �jo.

3. (i) Dé un ejemplo que muestre que el Corolario 5.2.11 sería falso si reemplazamos [0, 1]

por (0, 1) en todas partes.

(ii) Un espacio topológico (X,τ ) se dice que tiene la propiedad del punto �jo si toda

función continua de (X,τ ) en el mismo tiene un punto �jo. Muestre que los únicos

intervalos que tienen la propiedad del punto �jo son los los intervalos cerrados.

(iii) Sea X un conjunto con al menos dos puntos. Demuestre que el espacio discreto (X,τ )
y el espacio indiscreto (X,τ ′) no tienen la propiedad del punto �jo.

(iv) ¾Existe algún espacio con la topología co�nita que tenga la propiedad del punto �jo?

(v) Demuestre que si el espacio (X,τ ) tiene la propiedad del punto �jo y (Y,τ 1) es un

espacio homeomorfo a (X,τ ), entonces (Y,τ 1) tiene la propiedad del punto �jo.

4. Sea {Aj : j ∈ J} una familia de subespacios conexos de un espacio topológico (X,τ ). Si∩
j∈J

Aj ̸= Ø, muestre que
∪
j∈J

Aj es conexo.

5. Sea A un subespacio conexo de un espacio topológico (X,τ ). Demuestre que A es también

conexo. Es más, muestre que si A ⊆ B ⊆ A, entonces B es conexo.

6. (i) Muestre que el subespacio Y = {⟨x, y⟩ : y = sin (1/x) , 0 < x ≤ 1} of R2 es conexo.

[Consejo: Use la Proposición 5.2.1.]

(ii) Veri�que que Y = Y ∪ {⟨0, y⟩ : −1 ≤ y ≤ 1}

(iii) Usando Ejercicio 5, observe que Y es conexo.

7. Sea E el conjunto de todos los puntos en R2 que tienen ambas coordenadas racionales.

Demuestre que el espacio R2 \ E es conexo por caminos.



102 CHAPTER 5. FUNCIONES CONTINUAS

8.* Sea C cualquier subconjunto numerable de R2. Demuestre que el espacio R2 \ C es conexo

por caminos.

9. Sean (X,τ ) un espacio topológico y a cualquier punto en X. La componente en X de

a (o la componente conexa en X de a), CX(a), se de�ne como la unión de todos los

subconjuntos conexos de X que contienen a a. Muestre que

(i) CX(a) es conexo. (Use el Ejercicio 4 anterior.)

(ii) CX(a) es el más grande conjunto conexo que contiene a a.

(iii) CX(a) es cerrado en X. (Use el Ejercicio 5 anterior.)

10. Un espacio topológico (X,τ ) se dice que es totalmente disconexo si todo subconjunto

conexo no vacío es un conjunto unitario. Demuestre las siguientes a�rmaciones.

(i) (X,τ ) es totalmente disconexo si, y sólo si, para toda a ∈ X, CX(a) = {a}. (Vea la

notación en el Ejercicio 9.)

(ii) El conjunto Q de todos los números racionales con la topología usual es totalmente

disconexo.

(iii) Si f es una función continua de R en Q, demuestre que existe un c ∈ Q tal que f(x) = c,

para toda x ∈ R.

(iv) Todo subespacio de un espacio totalmente disconexo es totalmente disconexo.

(v) Todo subespacio numerable de R2 es totalmente disconexo.

(vi) La recta de Sorgenfrey es totalmente disconexa.

11. (i) Usando el Ejercicio 9, de�na, de manera natural, la �componente por caminos� de un

punto en un espacio topológico.

(ii) Demuestre que, en cualquier espacio topológico, toda componente por caminos es un

espacio conexo por caminos.

(iii) Si (X,τ ) es un espacio topológico con la propiedad de que todo punto en X tiene una

vecindad que es conexa por caminos, demuestre que toda componente por caminos es un

conjunto abierto. Deduzca que toda componente por caminos es también un conjunto

cerrado.
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(iv) Usando (iii), muestre que un subconjunto abierto de R2 es conexo si, y sólo si, es conexo

por caminos.

12.* Sean A y B subconjuntos de un espacio topológico (X,τ ). Si A y B son ambos abiertos o

ambos cerrados, y A ∪B y A ∩B son ambos conexos, muestre que A y B son conexos.

13. Un espacio topológico (X,τ ) se dice que es cero-dimensional si existe una base de la

topología formada de conjuntos abiertos y cerrados. Demuestre las siguientes a�rmaciones.

(i) Q y P son espacios cero-dimensionales.

(ii) Un subespacio de un espacio cero-dimensional es cero-dimensional.

(iii) Un espacio cero-dimensional de Hausdor� es totalmente disconexo. (Vea el Ejercicio

10 anterior.)

(iv) Todo espacio indiscreto es cero-dimensional.

(v) Todo espacio discreto es cero-dimensional.

(vi) Espacios indiscretos con más de un punto no son totalmente disconexos.

(vii) Un T0-espacio cero-dimensional es Hausdor�.

(viii)* Un subespacio de R es cero-dimensional si, y sólo si, es totalmente disconexo.

14. Muestre que todo homeomor�smo local es una función continua. (Vea los Ejercicios 4.3#9.)

5.3 Postdata

En este capítulo vimos que una función entre espacios topológicos es llamada �continua� si tiene

la propiedad de que la imagen inversa de todo conjunto abierto es un conjunto abierto. Ésta es

una de�nición elegante y fácil de entender. Ella contrasta con la de�nición que nos encontramos

en el análisis real, la cual fue mencionada al inicio de este capítulo. Nosotros hemos generalizados

la de�nición proveniente del análisis real, no por el mero hecho de generalizar, sino para ver lo

que en realidad está pasando.

El Teorema del Valor Intermedio de Weierstrass parece intuitivamente evidente, pero vimos

que éste se sigue del hecho de que R es conexo y que cualquier imagen continua de un espacio

conexo es conexo.
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Introducimos una propiedad más fuerte que la conexidad, la conexidad por caminos. En

muchos casos no es su�ciente insistir en que un espacio sea conexo, éste tendría que ser conexo

por caminos. Esta propiedad juega un papel importante en la topología algebraica.

Retornaremos al Teorema del Punto Fijo de Brouwer a su debido tiempo. Es un teorema muy

poderoso. Teoremas de puntos �jos juegan roles importantes en varias ramas de las matemáticas,

incluyendo topología, análisis funcional, y ecuaciones diferenciales. Ellos aún constituyen un tema

activo de investigación hoy en día.

En los Ejercicios 5.2 #9 y #10 nos encontramos con las nociones de �componente� y �espacio

totalmente disconexo�. Ambas son importantes para entender el concepto de conexidad.



Chapter 6

Espacios Métricos

Introducción

La clase más importante de espacios topológicos es la clase de espacio métricos. Los espacios

métricos constituyen una fuente rica de ejemplos en topología. Pero más que esto, la mayoría de

las aplicaciones de la topología al análisis son a través de los espacio métricos.

La noción de espacio métrico fue introducida en 1906 por Maurice Fréchet, y fue desarrollada

y acuñada por Felix Hausdor� en 1914 (Hausdor� [98]).

6.1 Espacios métricos

6.1.1 De�nición. Sea X un conjunto no vacío y d una función de valor real de�nida

sobre X ×X tal que para a, b ∈ X:

(i) d(a, b) ≥ 0, y d(a, b) = 0 si, y sólo si, a = b;

(ii) d(a, b) = d(b, a); y

(iii) d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c), para toda a, b y c en X [la desigualdad triangular].

Entonces d es llamada métrica sobre X, (X, d) es llamado espacio métrico y d(a, b) se

conoce como la distancia entre a y b.

105
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6.1.2 Ejemplo. La función d : R× R → R dada por

d(a, b) = |a− b|, a, b ∈ R

es una métrica sobre el conjunto R, puesto que

(i) |a− b| ≥ 0, para toda a y b en R, y |a− b| = 0 si, y sólo si, a = b,

(ii) |a− b| = |b− a|, y

(iii) |a− c| ≤ |a− b|+ |b− c|. (Deduzca ésto de |x+ y| ≤ |x|+ |y|.)

Esta d es conocida como la métrica Euclidiana sobre R. 2

6.1.3 Ejemplo. la función d : R2 × R2 → R dada por

d(⟨a1, a2⟩, ⟨b1, b2⟩) =
√
(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2

es una métrica sobre R2 llamada la métrica Euclidiana sobre R2.
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6.1.4 Ejemplo. Sean X un conjunto no vacío y d la función de X ×X en R de�nida por

d(a, b) =

{
0, si a = b

1, si a ̸= b.

Entonces d es una métrica sobre X, llamada la métrica discreta. 2



6.1. ESPACIOS MÉTRICOS 107

Muchos ejemplos importantes de espacios métricos son �espacios funcionales�. En éstos el

conjunto X sobre el cual ponemos una métrica es un conjunto de funciones.

6.1.5 Ejemplo. Denote por C[0, 1] el conjunto of funciones continuas de [0, 1] en R. Una

métrica sobre este conjunto es de�nida por

d(f, g) =

∫ 1

0

|f(x)− g(x)| dx

donde f y g están en C[0, 1].

Unos segundos de re�exión le permitirán darse cuenta de que d(f, g) es precisamente el área

de la región que yace entre las grá�cas de las funciones y las rectas x = 0 y x = 1, como se ilustra

a continuación.

2
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6.1.6 Ejemplo. Nuevamente sea C[0, 1] el conjunto de todas las funciones continuas de [0, 1]

en R. Otra métrica sobre C[0, 1] es de�nida a continuación:

d∗(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ [0, 1]}.

Claramente d∗(f, g) es justamente la mayor diferencia entre las grá�cas de las las funciones

f y g.

2

6.1.7 Ejemplo. Podemos de�nir otra métrica sobre R2 escribiendo

d∗(⟨a1, a2⟩, ⟨b1, b2⟩) = max{|a1 − b1|, |a2 − b2|}

donde max{x, y} es el mayor de los dos números x y y. 2

6.1.8 Ejemplo. Otra métrica más sobre R2 es dada por

d1(⟨a1, a2⟩, ⟨b1, b2⟩) = |a1 − b1|+ |a2 − b2|. 2
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Una fuente rica de ejemplos de espacios métricos es la familia de espacios vectoriales

normados.

6.1.9 Ejemplo. Sea V un espacio vectorial sobre el campo de los números reales o complejos.

Una norma ∥ ∥ sobre V es una función : V → R tal que para toda a, b ∈ V y todo escalar λ en

el campo

(i) ∥ a ∥≥ 0, y ∥ a ∥= 0 si, y sólo si, a = 0;

(ii) ∥ a+ b ∥≤∥ a ∥ + ∥ b ∥; y

(iii) ∥ λa ∥= |λ| ∥ a ∥.

Un espacio vectorial normado (V, ∥ ∥) es un espacio vectorial V con una norma ∥ ∥.

Sea (V, ∥ ∥) cualquier espacio vectorial normado. Entonces existe una métrica correspondiente,

d, sobre el conjunto V dada por d(a, b) =∥ a− b ∥, para a y b en V .

Es fácil chequear que d es ciertamente una métrica. Por lo que todo espacio vectorial normado

es también un espacio métrico de manera natural.

Por ejemplo, R3 es un espacio vectorial normado si ponemos

∥ ⟨x1, x2, x3⟩ ∥=
√

x2
1 + x2

2 + x2
3 , para x1, x2, y x3 en R.

Por lo que R3 se convierte en un espacio métrico si ponemos

d(⟨a1, b1, c1⟩, ⟨a2, b2, c2⟩) = ∥ (a1 − a2, b1 − b2, c1 − c2) ∥

=
√
(a1 − a2)2 + (b1 − b2)2 + (c1 − c2)2 .

Ciertamente, Rn, para cualquier entero positivo n, es un espacio vectorial normado si ponemos

∥ ⟨x1, x2, . . . , xn⟩ ∥=
√
x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n .

Por lo que Rn es un espacio métrico si ponemos

d(⟨a1, a2, . . . , an⟩, ⟨b1, b2, . . . , bn⟩) = ∥ ⟨a1 − b1, a2 − b2, . . . , an − bn⟩ ∥

=
√
(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2 + · · ·+ (an − bn)2 . 2
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En un espacio vectorial normado (N, ∥ ∥) la bola abierta con centro a y radio r se de�ne

como el conjunto

Br(a) = {x : x ∈ N and ∥ x− a ∥< r}.

Lo anterior sugiere la de�nición siguiente para espacios métricos:

6.1.10 De�nición. Sean (X, d) un espacio métrico y r un número real positivo

cualquiera. Entonces la bola abierta centrada en a ∈ X y de radio r es el conjunto

Br(a) = {x : x ∈ X y d(a, x) < r}.

6.1.11 Ejemplo. En R con la métrica Euclidiana Br(a) es el intervalo abierto (a−r, a+r).2

6.1.12 Ejemplo. En R2 con la métrica Euclidiana, Br(a) es el disco abierto con centro a y

radio r.

2
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6.1.13 Ejemplo. En R2 con la métrica d∗ dada por

d∗(⟨a1, a2⟩, ⟨b1, b2⟩) = max{|a1 − b1|, |a2 − b2|},

la bola abierta B1(⟨0, 0⟩) se ve como

6.1.14 Ejemplo. En R2 con la métrica d1 dada por

d1(⟨a1, a2⟩, ⟨b1, b2⟩) = |a1 − b1|+ |a2 − b2|,

la bola abierta B1(⟨0, 0⟩) se ve como

2
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La demostración del lema siguiente es bastante fácil (especialmente si dibuja un diagrama),

por lo que será dejada al estudiante.

6.1.15 Lema. Sean (X, d) un espacio métrico, y a y b puntos de X. Además, sean

δ1 y δ2 números positivos reales. Si c ∈ Bδ1(a) ∩ Bδ2(b), entonces existe un δ > 0 tal que

Bδ(c) ⊆ Bδ1(a) ∩Bδ2(b). 2

El corolario próximo es una consecuencia inmediata del Lema 6.1.15.

6.1.16 Corolario. Sea (X, d) un espacio métrico, y B1 y B2 bolas abiertas en (X, d).

Entonces B1 ∩B2 es una unión de bola abiertas en (X, d). 2

Finalmente somos capaces de relacionar espacios métricos con espacios topológicos.

6.1.17 Proposición. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces la colección de bolas

abiertas en (X, d) es una base de una topología τ sobre X.

[la topología τ se conoce como la topología inducida por la métrica d, y (X,τ ) se conoce
como el espacio topológico inducido o el espacio topológico correspondiente o el espacio

topológico asociado.]

Demostración. La demostración se sigue de la Proposición 2.2.8 y del Corolario 6.1.16. 2

6.1.18 Ejemplo. Si d es la métrica Euclidiana sobre R entonces una base de la topología

τ inducida por la métrica d es el conjunto de todas las bola abiertas. En este caso Bδ(a) =

(a − δ , a + δ), de lo cual se puede ver que τ es la topología Euclidiana sobre R. Por lo que la

métrica Euclidiana sobre R induce la topología Euclidiana sobre R. 2
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6.1.19 Ejemplo. De los Ejercicios 2.3 #1 (ii) y el Ejemplo 6.1.12, se sigue que la métrica

Euclidiana sobre el conjunto R2 induce la Euclidiana topología sobre R2. 2

6.1.20 Ejemplo. De los Ejercicios 2.3 #1 (i) y el Ejemplo 6.1.13 se sigue que la métrica d∗

también induce la topología Euclidiana sobre el conjunto R2. 2

Es dejado como ejercicio para el estudiante demostrar que la métrica d1 del Ejemplo 6.1.14

también induce la topología Euclidiana sobre R2.

6.1.21 Ejemplo. Si d es la métrica discreta sobre un conjunto X entonces para cada

x ∈ X,B 1
2
(x) = {x}. Por lo tanto todos los conjuntos unitarios son abiertos en la topología

τ inducida sobre X por d. Consecuentemente, τ es la topología discreta. 2

En los Ejemplos 6.1.19, 6.1.20, y 6.1.14 vimos tres métricas diferentes sobre el mismo

conjunto que induce la misma topología.

6.1.22 De�nición. Métricas sobre un conjunto X se llaman equivalentes si ellas

inducen la misma topología sobre X.

Por lo que las métricas d, d∗, y d1, de los Ejemplos 6.1.3, 6.1.13, y 6.1.14 sobre R2 son

equivalentes.

6.1.23 Proposición. Sean (X, d) un espacio métrico y τ la topología inducida sobre

X por la métrica d. Entonces un subconjunto U de X es abierto en (X,τ ) si, y sólo si, para

cada a ∈ U existe un ε > 0 tal que la bola abierta Bε(a) ⊆ U .

Demostración. Asuma que U ∈ τ . Entonces, por las Proposiciones 2.3.2 y 6.1.17, para toda

a ∈ U existe un punto b ∈ X y un δ > 0 tal que

a ∈ Bδ(b) ⊆ U.
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Sea ε = δ − d(a, b). Entonces se puede ver fácilmente que

a ∈ Bε(a) ⊆ U.

Por el contrario, asuma que U es un subconjunto de X con la propiedad de que para cada a ∈ U

existe un εa > 0 tal que Bεa(a) ⊆ U . Entonces, por las Proposiciones 2.3.3 y 6.1.17, U es un

conjunto abierto. 2

Hemos visto que toda métrica sobre un conjunto X induce una topología sobre el conjunto

X. Sin embargo, ahora mostraremos que no toda topología sobre un conjunto es inducida por una

métrica. Primero presentamos una de�nición que Ud. ya ha encontrado en los ejercicios. (Vea los

Ejercicios 4.1 #13. )

6.1.24 De�nición. Un espacio topológico (X,τ ) se llama un espacio de Hausdor�

(o un T2-espacio) si para cada par de puntos distintos a y b en X, existen conjuntos abiertos

U y V tal que a ∈ U, b ∈ V , y U ∩ V = Ø.

Por supuesto, R, R2 y todos los espacios discretos son ejemplos de espacios de Hausdor�,

mientras que cualquier conjunto con al menos 2 elementos y con la topología indiscreta no es un

espacio de Hausdor�. Pensando un poco vemos que Z con la topología co�nita no es tampoco un

espacio de Hausdor�. (Convénzase Ud. mismo de todos estos hechos.)

6.1.25 Proposición. Sea (X, d) cualquier espacio métrico y τ la topología inducida

sobre X por d. Entonces (X,τ ) es un espacio de Hausdor�.

Demostración. Sean a y b dos puntos cualesquiera de X, con a ̸= b. Entonces d(a, b) > 0.

Ponga ε = d(a, b). Considere las bolas abiertas Bε/2(a) y Bε/2(b). Entonces éstas son conjuntos

abiertos en (X,τ ) con a ∈ Bε/2(a) y b ∈ Bε/2(b). Por lo que para mostrar que τ es Hausdor�

tenemos que probar solamente que Bε/2(a) ∩Bε/2(b) = Ø.

Suponga x ∈ Bε/2(a) ∩Bε/2(b). Entonces d(x, a) < ε
2
y d(x, b) < ε

2
. Por consiguiente,

d(a, b) ≤ d(a, x) + d(x, b)

<
ε

2
+

ε

2
= ε.
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Ésto nos indica que d(a, b) < ε, lo cual es falso. Consecuentemente, no existe x en Bε/2(a)∩Bε/2(b);

es decir, Bε/2(a) ∩Bε/2(b) = Ø, como se requería. 2

6.1.26 Observación. Analizando la Proposición 6.1.25 y los comentarios que la precedieron,

vemos que un espacio indiscreto con al menos dos puntos tiene una topología que no es inducida

por ninguna métrica. Además, para Z con la topología co�nita τ tenemos que τ no es inducida

por ninguna métrica sobre Z. 2

6.1.27 De�nición. Un espacio (X,τ ) se llama metrizable si existe una métrica d

sobre el conjunto X con la propiedad de que τ es la topología inducida por d.

Consecuentemente, por ejemplo, el conjunto Z con la topología co�nita no es un espacio

metrizable.

Advertencia. El estudiante no debe malinterpretar la Proposición 6.1.25 y pensar que todo

espacio de Hausdor� es metrizable. Más adelante, seremos capaces de producir (usando productos

in�nitos) ejemplos de espacios de Hausdor� que no son metrizables. [La metrizabilidad de

espacios topológicos es un tema bastante técnico. Condiciones necesarias y su�cientes para la

metrizabilidad pueden encontrarse en el Teorema 9.1, pg. 195, del libro Dugundji [66].]

Ejercicios 6.1

1. Demuestre que la métrica d1 del Ejemplo 6.1.8 induce la topología Euclidiana sobre R2.

2. Sea d una métrica sobre un conjunto no vacío X.

(i) Muestre que la función e de�nida por e(a, b) = min{1, d(a, b)} dondea, b ∈ X, es

también una métrica sobre X.

(ii) Demuestre que d y e son métricas equivalentes.

(iii) Un espacio métrico (X, d) se llama acotado, y d es llamada métrica acotada, si

existe un número real positivo M tal que d(x, y) < M , para toda x, y ∈ X. Usando (ii)

deduzca que toda métrica es equivalente a una métrica acotada.
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3. (i) Sea d una métrica sobre un conjunto no vacío X. Muestre que la función e de�nida por

e(a, b) =
d(a, b)

1 + d(a, b)

donde a, b ∈ X, es también una métrica sobre X.

(ii) Demuestre que d y e son métricas equivalentes.

4. Sean d1 y d2 métricas sobre los conjuntos X y Y , respectivamente. Demuestre que

(i) d es una métrica sobre X × Y , donde

d(⟨x1, y1⟩, ⟨x2, y2⟩) = max{d1(x1, x2), d2(y1, y2)}.

(ii) e es una métrica sobre X × Y , donde

e(⟨x1, y1⟩, ⟨x2, y2⟩) = d1(x1, x2) + d2(y1, y2).

(iii) d y e son métricas equivalentes.

5. Sean (X, d) un espacio métrico y τ la topología correspondiente sobre X. Fije a ∈ X.

Demuestre que la función f : (X,τ ) → R de�nida por f(x) = d(a, x) es continua.

6. Sean (X, d) un espacio métrico y τ la topología inducida sobre X por d. Sean Y un

subconjunto deX y d1 la métrica sobre Y obtenida restringiendo d; es decir, d1(a, b) = d(a, b)

para toda a y b en Y . Si τ 1 es la topología inducida sobre Y por d1 y τ 2 es la topología del

subespacio sobre Y (inducida por τ sobre X), demuestre que τ 1 = τ 2. [Ésto muestra que

todo subespacio de un espacio metrizable es metrizable.]

7. (i) Sea ℓ1 el conjunto de todas las secuencias de números reales

x = (x1, x2, . . . , xn, . . . )

con la propiedad de que la serie
∑∞

n=1 |xn| es convergente. Si de�nimos

d1(x, y) =
∞∑
n=1

|xn − yn|

para toda x y y en ℓ1, demuestre que (ℓ1, d1) es un espacio métrico.
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(ii) Sea ℓ2 el conjunto de todas las secuencias de números reales

x = (x1, x2, . . . , xn, . . . )

con la propiedad de que la serie
∑∞

n=1 x
2
n es convergente. Si de�nimos

d2(x, y) =

(
∞∑
n=1

|xn − yn|2
) 1

2

para toda x y y in ℓ2, demuestre que (ℓ2, d2) es un espacio métrico.

(iii) Sea ℓ∞ denote el conjunto de las secuencias acotadas de números reales x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ).

Si de�nimos

d∞(x, y) = sup{|xn − yn| : n ∈ N}

donde x, y ∈ ℓ∞, demuestre que (ℓ∞, d∞) es un espacio métrico.

(iv) Sea c0 el subconjunto de ℓ∞ formado de todas las secuencias que convergen a cero y

sea d0 la métrica sobre c0 que se obtiene restringiendo la métrica d∞ sobre ℓ∞ como en

el Ejercicio 6. Demuestre que c0 es un subconjunto cerrado de (ℓ∞, d∞).

(v) Demuestre que cada uno de los espacios (ℓ1, d1), (ℓ2, d2), y (c0, d0) es un espacio

separable.

(vi)* ¾Es (ℓ∞, d∞) un espacio separable?

(vii) Muestre que cada uno de los espacios métricos anteriores es un espacio vectorial

normado de manera natural.

8. Sea f una función continua de un espacio metrizable (X,τ ) sobre un espacio topológico

(Y,τ 1). ¾Es (Y,τ 1) necesariamente metrizable? (Justi�que su respuesta.)

9. Un espacio topológico (X,τ ) se dice que es un textcolorredespacio normal si para cada

par de conjuntos disjuntos cerrados A y B, existen conjuntos abiertos U y V tal que A ⊆ U ,

B ⊆ V , y U ∩ V = Ø. Demuestre que

(i) Todo espacio metrizable es un espacio normal.

(ii) Todo espacio que es tanto un T1-espacio como un espacio normal es un espacio de

Hausdor�. [Un espacio normal que también es de Hausdor� es llamado un T4-espacio.]
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10. Sean (X, d) y (Y, d1) espacios métricos. Entonces (X, d) se dice que es isométrico a (Y, d1)

si existe una función sobreyectiva f : (X, d) → (Y, d1) tal que para toda x1 y x2 en X,

d(x1, x2) = d1(f(x1), f(x2)).

Semejante función f se conoce como una isometría. Demuestre que toda isometría es un

homeomor�smo de los espacios topológicos correspondientes. (Por lo que ½espacios métricos

isométricos son homeomorfos!)

11. Un espacio topológico (X,τ ) se dice que satisface el primer axioma de numerabilidad

o que es primero numerable si para cada x ∈ X existe una familia numerable {Ui(x)}
de conjuntos abiertos que contienen x con la propiedad de que todo conjunto abierto V

conteniendo x tiene (al menos) uno de los Ui(x) como subconjunto. La familia numerable

{Ui(x)} se llama base numerable en x. Demuestre las aserciones siguientes:

(i) Todo espacio metrizable satisface el primer axioma de numerabilidad.

(ii) Todo espacio topológico que satisface el segundo axioma de numerabilidad también

satisface el primer axioma de numerabilidad.

12. Sea X el conjunto (R \ N) ∪ {1}. De�na una función f : R → X por

f(x) =

{
x, si x ∈ R \ N
1, si x ∈ N.

Además, de�na una topología τ sobre X de la manera siguiente:

τ = {U : U ⊆ X y f−1(U) es abierto en la topología Euclidiana sobre R.}

Demuestre las a�rmaciones siguientes:

(i) f es continua.

(ii) Toda vecindad abierta de 1 en (X,τ ) es de la forma (U \N)∪ {1}, donde U es abierto

en R.

(iii) (X,τ ) no es primero numerable.

[Consejo. Suponga (U1 \ N) ∪ {1}, (U2 \ N) ∪ {1}, . . . , (Un \ N) ∪ {1}, . . . es una base

numerable en 1. Muestre que para cada número positivo n, podemos escoger xn ∈ Un\N
tal que xn > n. Veri�que que el conjunto U = R \

∞∪
n=1

{xn} es abierto en R. Deduzca
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que V = (U \ N) ∪ {1} es una vecindad abierta de 1 que no contiene ninguno de los

conjuntos (Un \ N) ∪ {1}, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, (X,τ ) no es

primero numerable.]

(iv) (X,τ ) es un espacio de Hausdor�.

(v) Una imagen continua de R que es a la vez de Hausdor� no es necesariamente primera

numerable.

13. Un subconjunto S de un espacio métrico (X, d) se llama totalmente acotado si para cada

ε > 0, existen x1, x2, . . . , xn en X, tal que S ⊆
n∪

i=1

Bε(xi); es decir, S puede ser cubierto por

un número �nito de bolas abiertas de radio ε.

(i) Muestre que todo espacio métrico totalmente acotado es un espacio métrico acotado.

(Vea el Ejercicio 2 anterior.)

(ii) Demuestre que R con la métrica Euclidiana no es totalmente acotado, pero para cada

a, b ∈ R con a < b, el intervalo cerrado [a, b] es totalmente acotado.

(iii) Sea (Y, d) un subespacio del espacio métrico (X, d1) con la métrica inducida. Si (X, d1)

es totalmente acotado, entonces (Y, d) es totalmente acotado; es decir, todo subespacio

de un espacio métrico totalmente acotado es totalmente acotado.
[Consejo. Asuma X =

n∪
i=1

Bε(xi). Si yi ∈ Bε(xi) ∩ Y , entonces, por la desigualdad

triangular, Bε(xi) ⊆ B2ε(yi).]

(iv) De (ii) y (iii) deduzca que el espacio métrico totalmente acotado (0, 1) es homeomorfo

a R el cual no es totalmente acotado. Por consiguiente, �ser totalmente acotado� no es

una propiedad topológica.

(v) De (ii) y (iii) deduzca que para cada n > 1, Rn con la métrica Euclidiana no es

totalmente acotado.

(vi) Notando que para cada a, b ∈ R, el intervalo cerrado es totalmente acotado, muestre

que un subespacio métrico de R es acotado si, y sólo si, es totalmente acotado.

(vii) Muestre que para cada n > 1, un subespacio métrico de Rn es acotado si, y sólo si, es

totalmente acotado.

14. Muestre que todo espacio métrico totalmente acotado es separable. (Vea el Ejercicio 13

anterior y los Ejercicios 3.2#4.)
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15. Un espacio topológico (X,τ ) se llama localmente Euclidiano si existe un entero positivo

n tal que cada punto x ∈ X tiene una vecindad abierta que es homeomorfa a una bola

abierta con centro en 0 en Rn con la métrica Euclidiana. Un espacio de Hausdor� que es

localmente Euclidiano es llamado una variedad topológica1.2 3

(i) Demuestre que todo intervalo no trivial (a, b), a, b ∈ R es localmente Euclidiano.

(ii) Sea T el subconjunto del plano complejo que consiste de aquellos números complejos

de módulo 1. Identi�que el plano complejo con R2 y equipe T con la topología del

subespacio. Muestre que el espacio T es localmente Euclidiano.

(iii) Muestre que todo espacio topológico localmente homeomorfo a Rn, para cada entero

positivo n, es localmente Euclidiano. (Vea los Ejercicios 4.3 #9.)

(iv)* Encuentre un ejemplo de un espacio localmente Euclidiano que no es una variedad

topológica.

1
Nota del traductor: Traducción de �topological manifold�.

2En la literatura existen varias de�niciones diferentes de variedad topológica (cf. Kunen and Vaughan [140]; Lee
[143]). En particular, algunas de�niciones requieren que el espacio sea conexo�lo que nosotros llamamos una
variedad conexa �mientras de�niciones más viejas requieren que el espacio sea metrizable. Un espacio de
Hausdor� en el que cada punto tiene una vecindad abierta homeomorfa a Rn o a el semi-espacio cerrado
{< x1, x2, . . . , xn >: xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n} de Rn, para algún entero positivo n, se conoce como variedad

topológica con borde. Existe una bibliografía extensa sobre variedades con más estructura, especialmente
variedades diferenciables (Barden and Thomas [19]; Gadea and Masque [85]), variedades suaves (Lee [144]),
y variedades de Riemann o variedades de Cauchy-Riemann o CR-variedades.

3
Nota del traductor: En español existe cierta confusión con el uso del término �variedad suave�, el cual es una

traducción del término �smooth manifold�. El problema yace en que muchos autores en vez de usarlo pre�eren usar
variantes del término �variedad diferenciable� a usar el término �variedad suave�. Por ejemplo, el término �variedad
continuamente diferenciable� es usado frecuentemente como sinónimo de �variedad suave�.
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6.2 Convergencia de secuencias

Posiblemente Ud. está familiarizado con la noción de secuencia convergente de números reales.

Ésta se de�ne a continuación. Una secuencia x1, x2, . . . , xn, . . . de números reales se dice que

converge al número real x, si dado cualquier ε > 0 existe un entero n0 tal que para todo n ≥ n0,

|xn − x| < ε.

Es obvio como esta de�nición puede extenderse de R con la métrica Euclidiana a cualquier

espacio métrico.

6.2.1 De�niciones. Sean (X, d) un espacio métrico y x1, . . . , xn, . . . una secuencia de

puntos en X. Entonces una secuencia se dice que converge a x ∈ X si dado cualquier ε > 0

existe un entero n0 tal que para todo n ≥ n0, d(x, xn) < ε. Ésto se denota por xn → x.

Una secuencia y1, y2, . . . , yn, . . . de puntos (X, d) se llama convergente si existe un punto

y ∈ X tal que yn → y.

La proposición próxima se puede mostrar fácilmente, por lo que su demostración es dejada

como ejercicio.

6.2.2 Proposición. Sea x1, x2, . . . , xn, . . . ununa secuencia de puntos en un espacio

métrico (X, d). Además, sean x y y puntos en (X, d) tal que xn → x y xn → y. Entonces

x = y. 2

Convenientemente, decimos que un subconjunto A de un espacio métrico (X, d) es cerrado

(respectivamente, abierto) en el espacio métrico (X, d) si es cerrado (respectivamente, abierto) en

la topología τ inducida sobre X por la métrica d.

La proposición siguiente nos cuenta el sorprendente hecho de que la topología de un espacio

métrico puede ser descrita completamente en términos de sus secuencias convergentes.

6.2.3 Proposición. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A de X es cerrado

en (X, d) si, y sólo si, toda secuencia convergente de puntos en A converge a un punto en A.

(En otras palabras, A es cerrado en (X, d) si, y sólo si, an → x, donde x ∈ X y an ∈ A para

toda n, implica que x ∈ A.)
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Demostración. Asuma que A es cerrado en (X, d) y sea an → x, donde an ∈ A para todos

los enteros positivos n. Suponga que x ∈ X \ A. Entonces, como X \ A es un conjunto abierto

que contiene x, existe una bola abierta Bε(x) tal que x ∈ Bε(x) ⊆ X \ A. Notando que cada

an ∈ A, obtenemos que d(x, an) > ε para cada n. Por consiguiente, la secuencia a1, a2, . . . , an, . . .

no converge a x. Ésto es una contradicción. Por lo que x ∈ A, como se requería.

Por el contrario, Asuma que toda secuencia convergente de puntos en A converge a un punto

de A. Suponga que X \ A no es abierto. Entonces existe un punto y ∈ X \ A tal que para cada

ε > 0, Bε(y) ∩ A ̸= Ø. Para cada entero positivo n, sea xn cualquier punto en B1/n(y) ∩ A.

Entonces, a�rmamos que xn → y. Para ver ésto, denote por ε cualquier número real positivo, y

por n0 cualquier entero mayor que 1/ε. Entonces para que n ≥ n0,

xn ∈ B1/n(y) ⊆ B1/n0(y) ⊆ Bε(y).

Por lo que xn → y y, por nuestra suposición, y ̸∈ A. Ésto es una contradicción, lo que implica que

X \ A es abierto, y por lo tanto que A es cerrado en (X, d). 2

Habiendo visto que la topología de un espacio métrico puede ser descrita en términos de

secuencias convergentes, no debe sorprendernos que las funciones continuas también pueden ser

descritas de esta forma.

6.2.4 Proposición. Sean (X, d) y (Y, d1) espacio métricos, y f una función de X

en Y . Sean τ y τ 1 las topologías determinadas por d y d1, respectivamente. Entonces

f : (X,τ ) → (Y,τ 1) es continua si, y sólo si, xn → x ⇒ f(xn) → f(x); es decir, si

x1, x2, . . . , xn, . . . es una secuencia de puntos en (X, d) convergiendo a x, entonces la secuencia

de puntos f(x1), f(x2), . . . , f(xn), . . . en (Y, d1) converge a f(x).

Demostración. Asuma que xn → x ⇒ f(xn) → f(x). Para veri�car que f es continua

es su�ciente mostrar que la imagen inversa de todo conjunto cerrado en (Y,τ 1) es cerrado en

(X,τ ). Por lo que, sea A cerrado en (Y,τ 1). Sea x1, x2, . . . , xn, . . . una secuencia de puntos

en f−1(A) convergente a un punto x ∈ X. Como xn → x, tenemos que f(xn) → f(x). Pero

puesto que cada f(xn) ∈ A, y A es cerrado, la Proposición 6.2.3 entonces implica que f(x) ∈ A.

Consiguientemente, x ∈ f−1(A). Por lo que hemos mostrado que toda secuencia convergente de
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puntos de f−1(A) converge a un punto de f−1(A). Como consecuencia, f−1(A) es cerrado, y por

consiguiente f es continua.

Por el contrario, sean f continua y xn → x. Sea ε cualquier número real positivo. Entonces

la bola abierta Bε(f(x)) es un conjunto abierto en (Y,τ 1). Como f es continua, f−1(Bε(f(x)) es

un conjunto abierto en (X,τ ) que contiene x. Por lo tanto, existe un δ > 0 tal que

x ∈ Bδ(x) ⊆ f−1(Bε(f(x))).

Como xn → x, existe un entero positivo n0 tal que para toda n ≥ n0, xn ∈ Bδ(x). Como resultado,

f(xn) ∈ f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x)), para toda n ≥ n0.

Consiguientemente f(xn) → f(x). 2

El corolario que sigue se deduce fácilmente de la Proposición 6.2.4.

6.2.5 Corolario. Sean (X, d) y (Y, d1) espacios métricos, f una función de X en Y , y τ
y τ 1 las topologías determinadas por d y d1, respectivamente. Entonces f : (X,τ ) → (Y,τ 1)

es continua si, y sólo si, para cada x0 ∈ X y ε > 0, existe un δ > 0 tal que x ∈ X y d(x, x0) < δ

implica que d1(f(x), f(x0)) < ε. 2

Ejercicios 6.2

1. Sean C[0, 1] y d como en el Ejemplo 6.1.5. De�na ununa secuencia de funciones f1, f2, . . . , fn, . . .

en (C[0, 1], d) por

fn(x) =
sin(nx)

n
, n = 1, 2, . . . , x ∈ [0, 1].

Veri�que que fn → f0, donde f0(x) = 0, para toda x ∈ [0, 1].

2. Sean (X, d) un espacio métrico y x1, x2, . . . , xn, . . . una secuencia tal que xn → x y xn → y.

Demuestre que x = y.

3. (i) Sean (X, d) un espacio métrico, τ la topología inducida sobre X, y x1, x2, . . . , xn, . . .
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una secuencia de puntos en X. Demuestre que xn → x si, y sólo si, para todo conjunto

abierto U ∋ x, existe un entero positivo n0 tal que xn ∈ U para toda n ≥ n0.

(ii) Sean X un conjunto, y d y d1 métricas equivalentes sobre X. Deduzca de (i) que si

xn → x en (X, d), entonces xn → x en (X, d1).

4. Escriba una demostración del Corolario 6.2.5.

5. Sea (X,τ ) un espacio topológico y sea x1, x2, . . . , xn, . . . una secuencia de puntos in X.

Decimos que xn → x si para cada conjunto abierto U ∋ x existe un entero positivo n0,

tal que xn ∈ U para toda n ≥ n0. Encuentre un ejemplo de un espacio topológico y una

secuencia tal que xn → x y xn → y, pero x ̸= y.

6. (i) Sean (X, d) un espacio métrico y xn → x donde cada xn ∈ X and x ∈ X. Sea A el

subconjunto de X que consiste de x y todos los puntos xn. Demuestre que A es cerrado

en (X, d).

(ii) Deduzca de (i) que el conjunto {2} ∪ {2− 1
n
: n = 1, 2, . . . } es cerrado en R.

(iii) Veri�que que el conjunto {2− 1
n
: n = 1, 2, . . . } no es cerrado en R.

7. (i) Sean d1, d2, . . . , dm métricas sobre un conjunto X, y a1, a2, . . . , am números reales

positivos. Demuestre que d es una mérica sobre X, donde d es de�nida por

d(x, y) =
m∑
i=1

aidi(x, y), para toda x, y ∈ X.

(ii) Si x ∈ X y x1, x2, . . . , xn, . . . es una secuencia de puntos en X tal que xn → x en cada

espacio métrico (X, di), demuestre que xn → x en el espacio métrico (X, d).

8. Sean X, Y, d1, d2 y d como en los Ejercicios 6.1 #4. Si xn → x en (X, d1) y yn → y en (Y, d2),

demuestre que

⟨xn, yn⟩ → ⟨x, y⟩ en (X × Y, d).

9. Sean A y B conjuntos no vacíos de un espacio métrico (X, d). De�na

ρ(A,B) = inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

[ρ(A,B) se conoce como la distancia entre los conjuntos A y B.]
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(i) Si S es cualquier subconjunto no vacío de (X, d), demuestre que S = {x : x ∈ X y

ρ({x}, S) = 0}.

(ii) Si S es cualquier subconjunto no vacío de (X, d) entonces la función f : (X, d) → R
de�nida por

f(x) = ρ({x}, S), x ∈ X

es continua.

10. (i) Para cada entero positivo n, sea fn una función continua de [0, 1] en él mismo y sea

a ∈ [0, 1] tal que fn(a) = a, para toda n. Además, sea f una función continua de

[0, 1] en él mismo. Si fn → f en (C[0, 1], d∗) donde d∗ es la métrica del Ejemplo 6.1.6,

demuestre que a es también un punto �jo de f .

(ii) Muestre que (i) sería falso si d∗ fuera reemplazado por la métrica d del Ejemplo 6.1.5.

6.3 Completitud

6.3.1 De�nición. Una secuencia x1, x2, . . . , xn, . . . de puntos en un espacio métrico

(X, d) se llama secuencia de Cauchy si dado cualquier número real ε > 0, existe un entero

positivo n0, tal que para todos los enteros m ≥ n0 y n ≥ n0, d(xm, xn) < ε.

6.3.2 Proposición. Sean (X, d) un espacio métrico y x1, x2, . . . , xn, . . . una secuencia

de puntos en (X, d). Si existe un punto a ∈ X, tal que la secuencia converge a a, es decir,

xn → a, entonces la secuencia es una secuencia de Cauchy.

Demostración. Sea ε un número real positivo cualquiera. Ponga δ = ε/2. Como xn → a,

existe un entero positivo n0, tal que para toda n > n0, d(xn, a) < δ.

Por lo que, sean m > n0 y n > n0. Entonces d(xn, a) < δ y d(xm, a) < δ.

Por la desigualdad triangular para métricas,

d(xm, xn) ≤ d(xm, a) + d(xn, a)

< δ + δ

= ε
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y por lo tanto, la secuencia es ciertamente una secuencia de Cauchy. 2

Ésto naturalmente nos conduce a pensar en la a�rmación opuesta y preguntar si toda

secuencia de Cauchy es una secuencia convergente. El ejemplo siguiente nos muestra que ésta

no es cierta.

6.3.3 Ejemplo. Considere el espacio métrico (X, d), donde X es el intervalo abierto (0, 1) y

d es la métrica Euclidiana. Se ve claramente que la secuencia 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001, . . . es una

secuencia de Cauchy pero ésta no converge a ningún punto en (0, 1). 2

6.3.4 De�nición. Un espacio métrico (X, d) es llamado completo si toda secuencia de

Cauchy en (X, d) converges a un punto en (X, d).

Del Ejemplo 6.3.3 vemos inmediatamente que el intervalo unitario (0,1) con la métrica

Euclidiana no es un espacio métrico completo. Por otro lado, si X es un conjunto �nito cualquiera

y d es la métrica discreta sobre X, entonces evidentemente (X, d) es un espacio métrico completo.

Mostraremos que R con la métrica Euclidiana es un espacio métrico completo. Primero

necesitamos cierta preparación.

Como una forma de taquigrafía denotaremos la secuencia x1, x2, . . . , xn, . . . , por {xn}.

6.3.5 De�nición. Si {xn} es una secuencia cualquiera, entonces la secuencia xn1 , xn2 , . . .

se llama subsecuencia si n1 < n2 < n3 < . . . .

6.3.6 De�niciones. Sea {xn} una secuencia en R. Entonces {xn} se dice que es una

secuencia creciente si xn ≤ xn+1, para toda n ∈ N. La secuencia {xn} se dice que es una

secuencia decreciente si xn ≥ xn+1, para toda n ∈ N. Una secuencia que es o creciente o

decreciente se dice que es monótona.

La mayoría de las secuencias, por supuesto, no son ni crecientes ni decrecientes. A

continuación de�nimos el concepto de índice pico4.
4
Nota del traductor: Traducción de �peak point�.
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6.3.7 De�nición. Sea {xn} una secuencia en R. Entonces n0 ∈ N se conoce como un

índice pico si xn ≤ xn0 , para cada n ≥ n0.

6.3.8 Lema. Sea {xn} una secuencia en R cualquiera. Entonces {xn} tiene una

subsecuencia monótona.

Demostración. Asuma primeramente que la secuencia {xn} tiene un número in�nito de índices

picos. Entonces, escoja una subsecuencia {xnk
}, donde cada nk es un índice pico. Ésto implica,

en particular, que xnk
≥ xnk+1

, para cada k ∈ N; es decir, {xnk
} es una subsecuencia decreciente

de {xn}, por lo que es a subsecuencia monótona.

Ahora asuma que solamente existe un número �nito de índices picos. Por lo que existe un

entero N , tal que no existen índices picos n > N . Escoja cualquier n1 > N . Entonces n1 no es

un índice pico. por lo que existe un n2 > n1 con xn2 > xn1 . Ahora, n2 > N y por lo tanto no

es un índice pico tampoco. Por consiguiente, existe un n3 > n2, con xn3 > xn2 . Continuando

de esta manera (por inducción matemática), podemos producir una subsecuencia {xnk
} of {xn}

con xnk
< xnk+1

, para toda k ∈ N; es decir, {xnk
} es una subsecuencia creciente de {xn}. Ésto

completa la demostración del lema. 2
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6.3.9 Proposición. Sea {xn} una secuencia monótona en R con la métrica Euclidiana.

Entonces {xn} converge a un punto en R si, y sólo si, {xn} es acotada.

Demostración. Recuerde que la noción de �conjunto acotado� fue de�nida en la Observación

3.3.1.

Claramente si {xn} es no acotada, entonces ésta no converge.

Asuma que {xn} es una secuencia creciente que es acotada. por el Axioma del Supremo,

existe un supremo L del conjunto {xn : n ∈ N}. Si ε es un número real positivo cualquiera,

entonces existe un entero positivo N tal que d(xN , L) < ε; ciertamente, xN > L− ε.

Pero como {xn} es una secuencia creciente y L is una cota superior, tenemos que

L− ε < xn < L, for all n > N.

es decir xn → L.

El caso en que {xn} es una secuencia decreciente que es acotada se demuestra de manera

similar, completándose la demostración. 2

Como un corolario del Lema 6.3.8 y la Proposición 6.3.9, obtenemos lo siguiente:

6.3.10 Teorema. (Teorema de Bolzano-Weierstrass ) Toda secuencia acotada en

R con la métrica Euclidiana tiene una subsecuencia convergente. 2

Finalmente, podremos demostrar que R con la métrica Euclidiana es un espacio métrico

completo.
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6.3.11 Corolario. El espacio métrico R con la métrica Euclidiana es un espacio métrico

completo.

Demostración. Sea {xn} cualquier secuencia de Cauchy en (R, d).

Si mostramos que esta secuencia de Cauchy converge en R, habremos demostrado que el

espacio métrico es completo. El primer paso será mostrar que esta secuencia es acotada.

Como {xn} es una secuencia de Cauchy, existe un entero positivo N , tal que para cualesquiera

n ≥ N y m ≥ N , d(xn, xm) < 1; es decir, |xn − xm| < 1. Ponga M = |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xN |+ 1.

Entonces |xn| < M, pata todo n ∈ N; es decir, la secuencia {xn} es acotada.

Por lo tanto, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema 6.3.10), esta secuencia tiene

una subsecuencia convergente; es decir, existe una a ∈ R y una subsecuencia {xnk
} con xnk

→ a.

Mostraremos que no solamente la subsecuencia converge a a, sino que también la

secuencia {xn} misma converge a a.

Sea ε cualquier número real positivo. Como {xn} es una secuencia de Cauchy, existe un

entero positivo N0 tal que

|xn − xm| <
ε

2
, para toda m ≥ N0 y n ≥ N0.

Puesto que xnk
→ a, existe un entero positivo N1, tal que

|xnk
− a| < ε

2
, para toda nk ≥ N1.

Como resultado, si escogemos N2 = max{N0, N1}, combinando las dos desigualdades anteriores

obtenemos que

|xn − a| ≤ |xn − xnk
|+ |xnk

− a|

<
ε

2
+

ε

2
, for n > N2 and nk > N2

= ε.

Consiguientemente, xn → a, lo que completa la demostración del Corolario. 2
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6.3.12 Corolario. Para cada entero positivo m, el espacio métrico Rm con la métrica

Euclidiana es un espacio métrico completo.

Demostración. Vea los Ejercicios 6.3#4. 2

6.3.13 Proposición. Sean (X, d) un espacio métrico, Y un subconjunto de X, y d1 la

métrica inducida sobre Y por d.

(i) Si (X, d) es un espacio métrico completo y Y es un subespacio cerrado de (X, d),

entonces (Y, d1) es un espacio métrico completo.

(ii) Si (Y, d1) es un espacio métrico completo, entonces Y es un subespacio cerrado de (X, d).

.

Demostración. Vea los Ejercicios 6.3#5. 2

6.3.14 Observación. El Ejemplo 6.3.3 mostró que (0, 1) con la métrica Euclidiana no es un

espacio métrico completo. Sin embargo, el Corolario 6.3.11 mostró que R con la métrica Euclidiana

es un espacio métrico completo. Además, sabemos que los espacios topológicos (0, 1) y R son

homeomorfos. Por lo que, la completitud no es una propiedad preservada por homeomor�smos, y

por lo tanto, no es una propiedad topológica.

6.3.15 De�nición. Un espacio topológico (X,τ ) se dice que es completamente

metrizable si existe una métrica d sobre X tal que τ es la topología sobre X determinada

por d, y (X, d) es un espacio métrico completo.



6.3. COMPLETITUD 131

6.3.16 Observación. Note que ser completamente metrizable es ciertamente una propiedad

topológica. Además, es fácil veri�car (vea los Ejercicios 6.3#7) que todo espacio discreto y

todo intervalo de R con la topología inducida es completamente metrizable. Por lo que, para

a, b ∈ R con a < b, los espacios topológicos R, [a, b], (a, b), [a, b), (a, b], (−∞, a), (−∞, a], (a,∞),

[a,∞), y {a} con sus topologías inducidas son todos completamente metrizables. Veremos más

adelante que incluso el espacio P de todos los números irracionales con su topología inducida

es completamente metrizable, un hecho un tanto sorprendente. Asimismo, como (0, 1) es un

subespacio completamente metrizable de R que no es un subconjunto cerrado, vemos que la

Proposición 6.3.13(ii) no sería verdadera si la condición de �espacio métrico completo� fuera

reemplazada por la de �espacio completamente metrizable�. 2

6.3.17 De�nición. Un espacio topológico se dice que es separable si éste tiene un

subconjunto denso numerable.

Vimos en los Ejercicios 3.2#4 que R y todo espacio topológico numerable es un espacio

separable. Otros ejemplos son dados en los Ejercicios 6.1#7.

6.3.18 De�nición. Un espacio topológico (X,τ ) se dice que es un espacio polaco si

éste es separable y completamente metrizable.

Está claro que R es un espacio polaco. Por los Ejercicios 6.3#6, Rn es un espacio polaco,

para cada entero positivo n.

6.3.19 De�nición. Un espacio topológico (X,τ ) se dice que es un espacio de Souslin
si éste es un espacio de Hausdor� y es una imagen continua de un espacio polaco. Si A es

un subconjunto de un espacio topológico (Y,τ 1) tal que, con la topología inducida τ 2, el

espacio (A,τ 2) es un espacio de Souslin, entonces A se dice que es un conjunto analítico

en (Y,τ 1).

Claramente, todo espacio polaco es un espacio de Souslin. Los Ejercicios 6.1#12 y #11

muestran que lo contrario es falso, puesto que un espacio de Souslin no necesita ser metrizable.
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Sin embargo, veremos que un espacio metrizable de Souslin no es necesariamente un espacio polaco.

Para ver ésto notemos que todo espacio topológico numerable es un espacio de Souslin, ya que es

una imagen continua del espacio discreto N; un espacio de este tipo es el espacio metrizable Q, el
cual, como veremos en el Ejemplo 6.5.8, no es un espacio polaco.

Sabemos que dos espacios topológicos son equivalentes si ellos son homeomorfos. Por lo que

es natural preguntar ¾cuándo son dos espacios métricos equivalentes (como espacio métricos)? El

concepto relevante fue introducido en los Ejercicios 6.1#10, a saber, el de ser isométrico.

6.3.20 De�nición. Sean (X, d) y (Y, d1) espacios métricos. Entonces (X, d) se dice que

es isométrico a (Y, d1) si existe una función sobreyectiva f : X → Y tal que para toda x1 y

x2 en X, d(x1, x2) = d1(f(x1), f(x2)). Semejante función f se conoce como una isometría.

Sean d cualquier métrica sobre R y a cualquier número real positivo. Si d1 es de�nida por

d1(x, y) = a.d(x, y), para toda x, y ∈ R, entonces se puede ver fácilmente que (R, d1) es un espacio

métrico isométrico a (R, d).

También se puede veri�car fácilmente que cualesquiera dos espacios métricos que son

isométricos tienen sus espacios topológicos asociados homeomorfos, y que toda isometría es

también un homeomor�smo de los espacios topológicos asociados.

A continuación de�nimos el concepto de inmersión isométrica5.

6.3.21 De�nición. Sean (X, d) y (Y, d1) espacios métricos, y f una función de X en

Y . Sean Z = f(X), y d2 la métrica inducida sobre Z por d1. Si f : (X, d) → (Z, d2) es una

isometría, entonces f se dice que es una inmersión isométrica de (X, d) en (Y, d1).

Por supuesto, la inmersión natural de Q con la métrica Euclidiana en R con la métrica

Euclidiana es una inmersión isométrica. También es cierto que N con la métrica Euclidiana tiene

una inmersión isométrica natural en tanto R como Q con la métrica Euclidiana.

5
Nota del traductor: Traducción de �isometric embedding�.
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6.3.22 De�nición. Sean (X, d) y (Y, d1) espacios métricos, y f una función de X en Y .

Si (Y, d1) es un espacio métrico completo, f : (X, d) → (Y, d1) es una inmersión isométrica

y f(X) es un subconjunto denso de Y en el espacio topológico asociado, entonces (Y, d1) se

dice que es una terminación of (X, d).

Claramente, R con la métrica Euclidiana es una terminación de Q con la métrica Euclidiana.

Asimismo, R con la métrica Euclidiana es una terminación de P, el conjunto de números

irracionales, con la métrica Euclidiana.

Inmediatamente dos preguntas nos saltan a la mente: (1) ¾Tiene todo espacio métrico una

terminación? (2) ¾Es la terminación de un espacio métrico única de alguna manera? Veremos que

la repuesta a ambas preguntas es �sí�.

6.3.23 Proposición. Sea (X, d) un espacio métrico cualquiera. Entonces (X, d) tiene

una terminación.

Idea de la demostración. Comenzamos diciendo que dos secuencias de Cauchy {yn} y {zn}
en (X, d) son equivalentes si d(yn, zn) → 0 en R. Ésto es ciertamente una relación de equivalencia;

es decir, ésta es re�exiva, simétrica y transitiva. Ahora, sea X̃ el conjunto de todas las clases

de equivalencia de secuencias de Cauchy equivalentes en (X, d). Deseamos encontrar una mérica

sobre X̃.

Sean ỹ y z̃ dos puntos cualesquiera en X̃. Sean {yn} ∈ ỹ y {zn} ∈ z̃ secuencias de Cauchy.

Ahora, la secuencia {d(yn, zn)} es una secuencia de Cauchy en R. (Vea los Ejercicios 6.3#8.)

Como R es un espacio métrico completo, esta secuencia de Cauchy en R converge a algún número,

lo cual denotaremos por d1(ỹ, z̃). Es sencillo mostrar que d1(ỹ, z̃) no es dependiente de la selección

de la secuencia {yn} en ỹ y {zn} in z̃.

Para cada x ∈ X, la secuencia constante x, x, . . . , x, . . . es una secuencia de Cauchy en (X, d)

convergiendo a x. Denotemos por x̃ la clase de equivalencia de todas las secuencias de Cauchy

convergiendo a x ∈ X. De�na el subconjunto Y de X̃ como {x̃ : x ∈ X}. Si d2 es la métrica sobre

Y inducida por la métrica d1 sobre X̃, entonces es claro que la función f : (X, d) → (Y, d2), dada

por f(x) = x̃, es una isometría.

A continuación mostramos que Y es denso en X̃. Para hacer ésto mostramos que, para

cualquier número real ε > 0 dado y cualquier z ∈ X̃, existe un x̃ ∈ Y , tal que d1(z, x̃) < ε.
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Note que z es una de clase de equivalencia de secuencias de Cauchy. Sea {xn} una secuencia de

Cauchy en esta clase de equivalencia z. Existe un entero positivo n0, tal que para cada n > n0,

d1(xn, xn0) < ε. Ahora consideremos la secuencia constante xn0 , xn0 , . . . , xn0 , . . . . Ésta pertenece a

la clase de equivalencia x̃n0 , la cual está en Y . Además, d1(x̃n0 , z) < ε. Por lo que Y es ciertamente

denso en X̃.

Finalmente, mostramos que (X̃, d1) es un espacio métrico completo. Sea {zn} una secuencia

de Cauchy en este espacio. Se requiere demostrar que {zn} converge en X̃. Como Y es denso,

para cada entero positivo n, existe x̃n ∈ Y , tal que d1(x̃n, zn) < 1/n. Mostramos que {x̃n} es una

secuencia de Cauchy en Y .

Considere un número real ε > 0. Existe un entero positivo N , tal que d1(zn, zm) < ε/2 para

n,m > N . Ahora tome un entero positivo n1, con 1/n1 < ε/4. Para n,m > n1 +N , tenemos

d1(x̃n, x̃m) < d1(x̃n, zn) + d1(zn, zm) + d1(zm, x̃m) < 1/n+ ε/2 + 1/m < ε.

Por lo que {x̃n} es una secuencia de Cauchy in Y . Ésto implica que {xn} es una secuencia de

Cauchy en (X, d). Por consiguiente, {xn} ∈ z, para algún z ∈ X̃. Es sencillo probar que x̃n → z,

y luego que zn → z, lo que completa la demostración. 2

6.3.24 Proposición. Sean (A, d1) y (B, d2) espacios métricos completos. Sean X un

subconjunto de (A, d1) con la métrica inducida d3, y Y un subconjunto de (B, d2) con la

métrica inducida d4. Asimismo, sean X denso en (A, d1) y Y denso en (B, d2). Si existe una

isometría f : (X, d3) → (Y, d4), entonces existe una isometría g : (A, d1) → (B, d2), tal que

g(x) = f(x), para toda x ∈ X.

Idea de la demostración. Sea a ∈ A. Como X es denso en (A, d1), existe un secuencia

xn → a, donde cada xn ∈ X. Por lo que {xn} es una secuencia de Cauchy. Como f es una

isometría, {f(xn)} es una secuencia de Cauchy en (Y, d4), y por consiguiente, es también una

secuencia de Cauchy en (B, d2). Como (B, d2) es un espacio métrico completo, existe un b ∈ B,

tal que f(xn) → b. Por lo que de�nimos g(a) = b.

Para mostrar que g es una función bien de�nida de A en B, es necesario veri�car que si {zn}
es cualquier otra secuencia en X convergiendo a a, entonces f(zn) → b. Ésto se sigue del hecho

de que d1(xn, zn) → 0, y por lo tanto, d2(f(xn), f(zn)) = d4(f(xn), f(zn)) → 0.
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A continuación se necesita demostrar que g : A → B es inyectiva y sobreyectiva. Ésto es

dejado como un ejercicio, pues es bastante rutinario.

Finalmente, sean a1, a2 ∈ A, y a1n → a1 y a2n → a2, donde cada a1n y cada a2n está en X.

Entonces

d1(a1, a2) = lim
n→∞

d3(a1n, a2n) = lim
n→∞

d4(f(a1n), f(a2n)) = d2(g(a1), g(a2))

y por lo tanto, g es ciertamente una isometría, como se requería. 2

La Proposición 6.3.24 nos dice que, salvo isometrías, la terminación de un espacio métricos

es única.

Concluimos esta sección con otro concepto. Recuerde que en el Ejemplo 6.1.9 introdujimos

el concepto de espacio vectorial normado. Ahora de�nimos una clase muy importante de espacios

vectoriales normados.

6.3.25 De�nición. Sean (N, || ||) un espacio vectorial normado y d la métrica asociada

sobre el conjunto N . Entonces (N, || ||) se dice que es un espacio de Banach si (N, d) es

un espacio métrico completo.

De la Proposición 6.3.23 sabemos que todo espacio vectorial normado tiene una terminación.

Sin embargo, lo que es bastante placentero es que esta terminación es también un espacio vectorial

normado, y por lo tanto, es un espacio de Banach. (Vea los Ejercicios 6.3#12.)

Ejercicios 6.3

1. Veri�que que la secuencia {xn =
n∑

i=0

1
i!
} es una secuencia de Cauchy en Q con la métrica

Euclidiana. [Esta secuencia no converge en Q. En R ella converge al número e, el cual se sabe

que es irracional. Para una demostración de que e es irracional, de hecho es transcendental,

vea Jones et al. [129].]

2. Demuestre que toda subsecuencia de una secuencia de Cauchy es una secuencia de Cauchy.
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3. Dé un ejemplo de una secuencia en R con la métrica Euclidiana que no tenga ninguna

subsecuencia que sea una secuencia de Cauchy.

4. Usando el Corolario 6.3.11, demuestre que, para cada entero positivo m, el espacio métrico

Rm con la métrica Euclidiana es un espacio métrico completo.

[Consejo. Sea {< x1n, x2n, . . . , xmn >: n = 1, 2, . . . } una secuencia de Cauchy en Rm.

Demuestre que, para cada i = 1, 2, . . . ,m, la secuencia {xin : n = 1, 2, . . . } en R con la

métrica Euclidiana es una secuencia de Cauchy y por lo tanto converge a un punto ai.

Luego, muestre que la secuencia {< x1n, x2n, . . . , xmn >: n = 1, 2, . . . } converge al punto

< a1, a2, . . . , am >.]

5. Demuestre que todo subespacio cerrado de un espacio métrico completo es completo y que

todo subespacio métrico completo de un espacio métrico es cerrado.

6. Demuestre que para cada entero positivo n, Rn es un espacio polaco.

7. Sea a, b ∈ R, con a < b. Demuestre que cada espacio discreto y cada uno de los espacios

[a, b], (a, b), [a, b), (a, b], (−∞, a), (−∞, a], (a,∞), [a,∞), y {a}, con su topología inducida

es un espacio polaco.

8. Si (X, d) es un espacio métrico, y {xn} y {yn} son secuencias de Cauchy, demuestre que

{d(xn, yn)} es una secuencia de Cauchy en R.

9. Complete los detalles que faltan en la demostración de la Proposición 6.3.23.

10. Complete los detalles que faltan en la demostración de la Proposición 6.3.24.

11*. Muestre que cada uno de los espacios (ℓ1, d1), (ℓ2, d2), (c0, d0), y (ℓ∞, d∞) de los Ejercicios

6.1#7 es un espacio métrico completo. Es más, muestre que cada uno de estos espacios es

un espacio de Banach de manera natural.

12*. Sea X cualquier espacio vectorial normado. Demuestre que es posible poner la estructura

de un espacio vectorial normado sobre X̃, el espacio métrico completo construido en la

Proposición 6.3.23. Por lo que todo espacio vectorial normado tiene una terminación que es

un espacio de Banach.
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13. Sean (X, d) un espacio métrico y S un subconjunto de X. Entonces el conjunto S se dice

que es acotado si existe un entero positivo M tal que d(x, y) < M , para toda x, y ∈ S.

(i) Muestre que si S es un subconjunto acotado en (X, d) y S = X, entonces (X, d) es un

espacio métrico acotado. (Vea los Ejercicios 6.1# 2.)

(ii) Sea a1, a2, . . . , an, . . . una secuencia convergente en un espacio métrico (X, d). Si el

conjunto S consiste de los puntos (distintos) en esta secuencia, muestre que S es un

subconjunto acotado.

(iii) Sea b1, b2, . . . , bn, . . . una secuencia de Cauchy en un espacio métrico completo (X, d).

Si T es el conjunto de puntos en esta secuencia, muestre que T es un subconjunto

acotado.

(iv) ¾Es el inciso (iii) anterior aún cierto si no insistimos en que (X, d) sea completo?

14. Demuestre que un espacio métrico (X, d) es separable si, y sólo si, el espacio topológico

asociado (X,τ ) satisface el segundo axioma de numerabilidad. (Vea los Ejercicios 2.2 #4.)

15. Deduzca del Ejercicio 14 anterior que si (X, d) es un espacio métrico separable, y d1 es la

métrica inducida sobre un subconjunto Y de X por d, entonces (Y, d1) es separable; en otras

palabras todo subespacio de un espacio métrico separable es separable. (Debe notarse que no

es necesariamente cierto que un subespacio de un espacio topológico separable es separable.)

6.4 Contracciones

En el Capítulo 5 nos encontramos por primera vez con un teorema de punto �jo. En esta sección

descubriremos otro tipo de teorema de punto �jo. Esta sección es más bien parte de la teoría de

espacios métricos en vez de topología general. No obstante, debido al gran número de aplicaciones

del tema, decidimos abordarlo en el libro.

6.4.1 De�nición. Sea f una función de un conjunto X en el mismo. Entonces un punto

x ∈ X se dice que es un punto �jo de f si f(x) = x.
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6.4.2 De�nición. Sean (X, d) un espacio métrico y f una función de X en el mismo.

Entonces f se dice que es una contracción si existe un r ∈ (0, 1), tal que

d(f(x1), f(x2)) ≤ r.d(x1, x2), para toda x1, x2 ∈ X.

6.4.3 Proposición. Sea f una contracción del espacio métrico (X, d). Entonces f es

una función continua.

Demostración. Vea los Ejercicios 6.4#1. 2

6.4.4 Teorema. (Teorema de la Contracción o Teorema del Punto Fijo de

Banach) Sean (X, d) un espacio métrico completo y f una contracción de (X, d) en el

mismo. Entonces f tiene exactamente un punto �jo.

Demostración. Sea x un punto cualquiera en X, y considere la secuencia

x, f(x), f 2(x) = f(f(x)), f 3(x) = f(f(f(x))), . . . , fn(x), . . . .

Mostraremos que ésta es una secuencia de Cauchy. Ponga a = d(x, f(x)). Como f es una

contracción, existe r ∈ (0, 1), tal que d(f(x1), f(x2)) ≤ r.d(x1, x2), para toda x1, x2 ∈ X.

Claramente, d(f(x), f 2(x)) ≤ r.d(x, f(x)) = r.a, d(f2(x), f 3(x)) ≤ r2.d(x, f(x)) = r2.a, y por

inducción obtenemos que, para cada k ∈ N, d(fk(x), fk+1(x)) ≤ rk.d(x, f(x)) = rk.a.

Sean m y n enteros positivos cualesquiera, con n > m. Entonces

d(fm(x), fn(x)) = d(fm(x), fm(fn−m(x)))

≤ rm.d(x, fn−m(x))

≤ rm.[d(x, f(x)) + d(f(x), f 2(x)) + · · ·+ d(fn−m−1(x), fn−m(x))]

≤ rm.d(x, f(x))[1 + r + r2 + · · ·+ rn−m−1]

≤ rm.a

1− r
.
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Como r < 1, está claro que {fn(x)} es una secuencia de Cauchy. Puesto que (X, d) es completo,

existe un z ∈ X, tal que fn(x) → z.

Por la Proposición 6.4.3, f es continua, y por lo tanto

f(z) = f
(
lim
n→∞

fn(x)
)
= lim

n→∞
fn+1(x) = z (6.1)

lo que implica que z es ciertamente un punto �jo de f .

Finalmente, sea t cualquier otro punto �jo de f . Entonces

d(t, z) = d(f(t), f(z)) ≤ r.d(t, z). (6.2)

Como r < 1, ésto implica que d(t, z) = 0, y por consiguiente t = z y f tiene un único punto �jo.2

Es importante mencionar que el Teorema de la Contracción no sólo brinda una demostración

sobre la existencia de un punto �jo, sino que además provee una construcción para encontrarlo; a

saber, para un punto cualquiera x en X, encuentre el límite de la secuencia {fn(x)}. Éste método

nos permite escribir un programa de computación para aproximar el punto límite con cualquier

grado de precisión.

Ejercicios 6.4

1. Demuestre la Proposición 6.4.3.

2. Extienda el Teorema de la Contracción mostrando que, si f es una función de un espacio

métrico completo (X, d) en el mismo y fN es una contracción para algún entero positivo N ,

entonces f tiene exactamente un punto �jo.

3. El Teorema del Valor Intermedio dice: Sea f una función de valor real sobre un intervalo

unitario cerrado [a, b] que es continua sobre [a, b] y diferenciable sobre (a, b). Entonces existe

un punto c ∈ [a, b] tal que f(b) − f(a) = f ′(c)(b − a). (Recuerde que f se dice que es

diferenciable en un punto s si el lim
x→s

f(x)−f(s)
x−s

= f ′(s) existe.)

Usando el Teorema del Valor Intermedio demuestre lo siguiente:

Sea f : [a, b] → [a, b] una función diferenciable. Entonces f es una contracción si, y sólo si,

existe r ∈ (0, 1) tal que |f ′(x)| ≤ r, para toda x ∈ [a, b].
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4. Usando los Ejercicios 2 y 3 anteriores, muestre que, aunque la función f : R → R dada por

f(x) = cosx no satisface las condiciones del Teorema de la Contracción, ésta, así y todo,

tiene un único punto �jo.

6.5 Espacios de Baire

6.5.1 Teorema. (Teorema de la Categoría de Baire) Sea (X, d) un espacio

métrico completo. Si X1, X2, . . . , Xn, . . . es una secuencia de subconjuntos abiertos densos

de X, entonces el conjunto
∩∞

n=1 Xn es también denso en X.

Demostración. Es su�ciente mostrar que si U es cualquier subconjunto abierto de (X, d),

entonces U ∩
∩∞

n=1 Xn ̸= Ø.

Como X1 es abierto y denso en X, el conjunto U ∩X1 es un subconjunto abierto no vacío de

(X, d). Sea U1 una bola abierta de radio a lo sumo 1, tal que U1 ⊂ U ∩X1.

Inductivamente de�na, para cada entero positivo n > 1, una bola abierta Un de radio a lo

sumo 1/n tal que Un ⊂ Un−1 ∩Xn.

Para cada entero positivo n, sea xn cualquier punto en Un. Claramente, esta secuencia {xn} es
una secuencia de Cauchy. Como (X, d) es un espacio métrico completo, dicha secuencia converge

a un punto x ∈ X.

Observe que para todo entero positivo m, todo miembro de la secuencia {xn} está en el

conjunto cerrado Um, y por lo tanto el punto límite x también pertenece al conjunto Um.

Entonces x ∈ Un, para toda n ∈ N. Consiguientemente, x ∈
∩∞

n=1 Un.

Pero como U ∩
∩∞

n=1 Xn ⊃
∩∞

n=1 Un ∋ x, tenemos que U ∩
∩∞

n=1 Xn ̸= Ø, lo que completa la

demostración del teorema. 2

En los Ejercicios 3.2 #5 introdujimos la noción de interior de un subconjunto de un espacio

topológico.

6.5.2 De�nición. Sean (X,τ ) un espacio topológico cualquiera y A cualquier

subconjunto de X. El más grande conjunto abierto contenido en A es llamado interior

de A y es denotado por Int(A).
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6.5.3 De�nición. Un subconjunto A de un espacio topológico (X,τ ) se dice que es

denso en ninguna parte si el conjunto A tiene un interior vacío.

Estas de�niciones nos permiten reescribir el Teorema 6.5.1.

6.5.4 Corolario. (Teorema de la Categoría de Baire) Sea (X, d) un espacio

métrico completo. Si X1, X2, . . . , Xn, . . . es una secuencia de subconjuntos de X tal que

X =
∪∞

n=1 Xn, entonces para al menos un n ∈ N, el conjunto Xn tiene un interior no vacío;

es decir, Xn no es denso en ninguna parte.

Demostración. Vea los Ejercicios 6.5 #2. 2

6.5.5 De�nición. Un espacio topológico (X, d) se dice que es un espacio de Baire

si para toda secuencia {Xn} de subconjunto abiertos densos de X, el conjunto
∩∞

n=1 Xn es

también denso en X.

6.5.6 Corolario. Todo espacio metrizable completo es un espacio de Baire. 2

6.5.7 Observaciones. Es importante notar que el Corolario 6.5.6 es un resultado en

topología, y no un resultado en la teoría de espacios métricos.

Note además que existen espacios de Baire que no son completamente metrizables. (Vea los

Ejercicios 6.5 #4(iv).) 2

6.5.8 Ejemplo. El espacio topológico Q no es un espacio de Baire, y por lo tanto no es

completamente metrizable. Para ver ésto, note que el conjunto de los números racionales es

numerable, y sea

Q = {x1, x2, . . . , xn, . . . }. Cada uno de los conjuntos Xn = Q \ {xn} es abierto y denso en Q, sin
embargo

∩∞
n=1 Xn = Ø. Por consiguiente, Q no es un espacio de Baire. 2
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6.5.9 Observación. Debe notar que (una vez que tuvimos el Teorema de la Categoría de

Baire) es más difícil demostrar que Q no es completamente metrizable que el resultado más general

de que Q no es un espacio de Baire.

Una característica sorprendente e importante no sólo de la topología, sino de las matemáticas

en general, es el hecho de que un resultado más general es a veces más fácil de demostrar. 2

6.5.10 De�niciones. Sea Y un subconjunto de un espacio topológico (X,τ ). Si Y es

una unión de un número numerable de subconjunto densos en ninguna parte de X, entonces

Y se dice que es un conjunto de primera categoría o un conjunto magro en (X,τ ). Si Y
no es de primera categoría, se dice que Y es un conjunto de segunda categoría en (X,τ ).

El Teorema de la Categoría de Baire tiene muchas aplicaciones en análisis, pero éstas yacen

fuera del ámbito de este libro. Sin embargo, concluiremos esta sección con un teorema muy

importante en la teoría de los espacios de Banach, a saber, el Teorema de la Función Abierta.

Este teorema es una consecuencia del Teorema de la Categoría de Baire.

6.5.11 Proposición. Si Y es un subconjunto de primera categoría de un espacio de

Baire (X,τ ), entonces el interior de Y es vacío.

Demostración. Como Y es de primera categoría, Y =
∞∪
n=1

Yn, donde cada Yn, con n ∈ N, es
denso en ninguna parte.

Sea U ∈ τ tal que U ⊆ Y . Entonces U ⊆
∞∪
n=1

Yn ⊆
∞∪
n=1

Yn.

Por lo que X \ U ⊇
∞∩
n=1

(X \ Yn), y cada uno de los conjuntos X \ Yn es abierto y denso en

(X,τ ). Como (X,τ ) es de Baire,
∞∩
n=1

(X \Yn) es denso en (X,τ ). Como consecuencia, el conjunto

cerrado X \ U es denso en (X,τ ). Ésto implica que X \ U = X. Por consiguiente, U = Ø. Ésto

completa la demostración. 2

6.5.12 Corolario. Si Y es un subconjunto de primera categoría de un espacio de Baire

(X,τ ), entonces X \ Y es un conjunto de segunda categoría.
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Demostración. Si éste no fuera el caso, entonces el espacio de Baire (X,τ ) sería una unión

numerable de conjuntos densos en ninguna parte. 2

6.5.13 Observación. Como Q es un subconjunto de primera categoría de R, se sigue del

Corolario 6.5.12 que el conjunto P de los números irracionales es un conjunto de segunda categoría.

2

6.5.14 De�nición. Sea S un subconjunto de un espacio vectorial real V . El conjunto

S se dice que es convexo si para cada x, y ∈ S y todo número real 0 < λ < 1, el punto

λx+ (1− λ)y está en S.

Claramente todo subespacio de un espacio vectorial es convexo. Además, en cualquier espacio

vectorial normado, toda bola abierta y toda bola cerrada es convexa.

6.5.15 Teorema. (Teorema de la Función Abierta) Sean (B, || ||) y ((B1, || ||1)
espacios de Banach, y sea L : B → B1 una función lineal (en el sentido del espacio vectorial),

continua y sobreyectiva de B en B1. Entonces L es una función abierta.

Demostración. Por los Ejercicios 6.5#1(iv), es su�ciente mostrar que existe un N ∈ N tal

que L(BN(0)) ⊃ Bs(0), para algún s > 0.

Claramente B =
∞∪
n=1

Bn(0), y como L es sobreyectiva, tenemos que B1 = L(B) =

∞∪
n=1

L(Bn(0)).

Como B1 es un espacio de Banach, por el Corolario 6.5.4 del Teorema de la Categoría de

Baire, existe un N ∈ N, tal que L(BN(0)) tiene un interior no vacío.

Por lo que existen z ∈ B1 y t > 0, tal que Bt(z)) ⊆ L(BN(0)).

Por los Ejercicios 6.5#3, no existe pérdida de generalidad en asumir que z ∈ L(BN(0)).

Pero Bt(z) = Bt(0) + z, y por lo tanto

Bt(0) ⊆ L(BN(0))− z = L(BN(0))− z ⊆ L(BN(0))− L(BN(0)) ⊆ L(B2N(0)).
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lo cual, por la linealidad de L, implica que Bt/2(0) ⊆ L(BN(0)).

Mostraremos que ésto implica que Bt/4(0) ⊆ L(BN(0)).

Sea w ∈ Bt/2(0). Entonces existe un x1 ∈ BN(0), tal que ||w − L(x1)||1 < t
4
.

Note que, por la linealidad de la función L, para cada entero k > 0

Bt/2(0) ⊆ L(BN(0)) =⇒ Bt/(2k)(0) ⊆ L(BN/k(0)).

Por lo que existe un x2 ∈ BN/2(0), tal que

||(w − L(x1))− L(x2)||1 = ||w − L(x1)− L(x2)||1 <
t

8
.

Continuando de esta manera, obtenemos, por inducción, una secuencia {xm} tal que ||xm|| <
N

2m−1 y

||w − L(x1 + x2 + · · ·+ xm)||1 = ||w − L(x1)− L(x2)− · · · − L(xm)||1 <
t

2m
.

Puesto que B es completo, la serie
∑∞

m=1 xm converge al límite a.

Claramente ||a|| < 2N , y por la continuidad de L, tenemos que w = L(a) ∈ L(B2N(0)).

Como resultado Bt/2(0) ⊆ L(B2N(0)), y por consiguiente Bt/4(0) ⊆ L(BN(0)), lo que

completa la demostración. 2

El corolario siguiente del Teorema de la Función Abierta se sigue inmediatamente y es un

caso especial muy importante.

6.5.16 Corolario. Una función lineal, continua y biyectiva de un espacio de Banach en

otro espacio de Banach es un homeomor�smo. En particular, una función lineal, continua y

biyectiva de un espacio de Banach en el mismo es un homeomor�smo. 2

Ejercicios 6.5

1. Sean (X,τ ) y (Y,τ 1) espacios topológicos. Una función f : (X,τ ) → (Y,τ 1) se dice que

es una función abierta si para todo subconjunto abierto A de (X,τ ), el conjunto f(A) es

abierto en (Y,τ 1).
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(i) Muestre que f es an función abierta si, y sólo si, para cada U ∈ τ y cada x ∈ U , el

conjunto f(U) es una vecindad de f(x).

(ii) Sean (X, d) y (Y, d1) espacios métricos, y f una función de X en Y . Demuestre que f es

una función abierta si, y sólo si, para cada n ∈ N y cada x ∈ X, f(B1/n(x)) ⊇ Br(f(x)),

para alguna r > 0.

(iii) Sean (N, || ||) y (N1, || ||1) espacios vectoriales normados, y f una función lineal de

N en N1. Demuestre que f es una función abierta si, y sólo si, para cada n ∈ N,
f(B1/n(0)) ⊇ Br(0), para alguna r > 0.

(iv) Sean (N, || ||) y (N1, || ||1) espacios vectoriales normados, y f una función lineal de N

en N1. Demuestre que f es una función abierta si, y sólo si, existe un s > 0 tal que

f(Bs(0)) ⊇ Br(0), para alguna r > 0.

2. Usando el Teorema de la Categoría de Baire, demuestre el Corolario 6.5.4.
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3. Sea A un subconjunto de un espacio de Banach B. Demuestre que las a�rmaciones siguientes

son equivalentes:

(i) el conjunto A tiene un interior no vacío;

(ii) existen un z ∈ A y un t > 0 tal que Bt(z) ⊆ A;

(ii) existen un y ∈ A y un r > 0 tal que Br(y) ⊆ A.

4. Un punto x en un espacio topológico (X,τ ) se dice que es un punto aislado si {x} ∈ τ .
Demuestre que si (X,τ ) es un T1-espacio numerable sin puntos aislados, entonces éste no

es un espacio de Baire.

5. (i) Usando la versión del Teorema de la Categoría de Baire del Corolario 6.5.4, demuestre

que P no es

un Fσ-conjunto y que Q no es un Gδ-conjunto en R.

[Consejo. Suponga que P =
∪∞

n=1 Fn, donde cada Fn es un subconjunto cerrado de R.
Entonces aplique el Corolario 6.5.4 a R =

∞∪
n=1

Fn ∪
∪
q∈Q

{q}.]

(ii) Sea f : R → R una función de R en el mismo. Entonces f se dice que es continua en

un punto a ∈ R si para cada conjunto abierto U que contiene f(a), existe un conjunto

abierto V que contiene a tal que f(V ) ⊆ U . Demuestre que el conjunto de puntos en

R en el cual f es continua es un Gδ-conjunto.

(iii) Deduzca de (i) y (ii) que no existe función f : R → R que sea continua precisamente

en el conjunto de todos los números racionales.

6. (i) Sean (X,τ ) cualquier espacio topológico, y Y y S subconjuntos densos de X. Si S es

además abierto en (X,τ ), demuestre que S ∩ Y es denso tanto en X como en Y .

(ii) Sea τ 1 la topología inducida sobre Y por τ sobre X. Sea {Xn} una secuencia de

subconjunto densos abiertos de Y . Usando (i), muestre que {Xn ∩Y } es una secuencia

de subconjuntos densos abiertos de (Y,τ 1).

(iii) Deduzca de la De�nición 6.5.5 y del inciso (ii) anterior, que si (Y,τ 1) es un espacio de

Baire, entonces (X,τ ) es también un espacio de Baire. [Por lo que la clausura de un

espacio de Baire es un espacio de Baire.]



6.5. ESPACIOS DE BAIRE 147

(iv) Usando (iii), muestre que el subespacio (Z,τ 2) de R2 dado por

Z = {⟨x, y⟩ : x, y ∈ R, y > 0} ∪ {⟨x, 0⟩ : x ∈ Q},

es un espacio de Baire, pero no es completamente metrizable, puesto que el subespacio

cerrado {⟨x, 0⟩ : x ∈ Q} es homeomorfo a Q quién no es completamente metrizable.

Ésto también muestra que un subespacio cerrado de un espacio de Baire no es

necesariamente un espacio de Baire.

7. Sean (X,τ ) y (Y,τ 1) espacios topológicos, y f : (X,τ ) → (Y,τ 1) una función abierta y

continua. Si (X,τ ) es un espacio de Baire, demuestre que (X,τ 1) es un espacio de Baire.

[Por lo que una imagen continua y abierta de un espacio de Baire es un espacio de Baire.]

8. Sea (Y,τ 1) un subespacio abierto del espacio de Baire (X,τ ). Demuestre que (Y,τ ) es un
espacio de Baire. [Por lo que un subespacio abierto de un espacio de Baire es un espacio de

Baire.]

9. Sea (X,τ ) un espacio topológico. Una función f : (X,τ ) → R se dice que es semicontinua

inferiormente si para cada r ∈ R, el conjunto f−1((−∞, r]) es cerrado en (X,τ ). Una

función f : (X,τ ) → R se dice que es semicontinua superiormente si para cada r ∈ R,
el conjunto f−1((−∞, r)) es abierto en (X,τ ).

(i) Demuestre que f es continua si, y sólo si, es semicontinua inferiormente y semicontinua

superiormente.

(ii) Sean (X,τ ) un espacio de Baire y I un conjunto de índices, y para cada x ∈ X,

permita que el conjunto {fi(x) : i ∈ I} esté acotado superiormente, donde cada función

fi : (X,τ ) → R es semicontinua inferiormente. Usando el Teorema de la Categoría

de Baire demuestre que existe un subconjunto abierto O de (X,τ ) tal que el conjunto
{fi(x) : x ∈ O, i ∈ I} es acotado superiormente.

[Consejo. Sea Xn =
∩
i∈I

f−1
i ((−∞, n]).]

10. Sea B un espacio de Banach tal que la dimensión del espacio vectorial subyacente es

numerable. Usando el Teorema de la Categoría de Baire, demuestre que la dimensión del

espacio vectorial subyacente es, en efecto, �nita.



148 CHAPTER 6. ESPACIOS MÉTRICOS

11. Sean (N, || ||) un espacio vectorial normado y (X, τ) un subconjunto convexo de (N, || ||)
con su topología inducida. Muestre que (X, τ) es conexo por caminos, y por consiguiente,

éste es también conexo. Deduzca que toda bola abierta en (N, || ||) es conexa por caminos

como también lo es el mismo (N, || ||).

6.6 Postdata

La teoría de los espacios métricos es un tópico importante por sí mismo. Además, los espacios

métricos mantienen una posición relevante en el estudio de la topología. Ciertamente, muchos

libros sobre topología comienzan con espacios métricos, y motivan el estudio de la topología a

través de éstos.

En el capítulo vimos que métricas diferentes sobre el mismo conjunto pueden dar lugar a

la misma topología. Tales métricas son llamadas equivalentes. También fuimos introducidos al

estudio de los espacios funcionales, y en particular, a C[0, 1]. En el camino nos encontramos con

los espacios vectoriales normados, un tema central en el análisis funcional.

No todos los espacios topológicos se originan de espacios métricos. Vimos ésto observando

que las topologías inducidas por métricas son de Hausdor�.

Vimos que la topología de un espacio métrico puede ser descrita completamente en términos

de sus secuencias convergentes y que las funciones continuas entre espacios métricos puede también

ser descritas de esta forma.

Los Ejercicios 6.2 #9 introdujeron el interesante concepto de distancia entre conjuntos en un

espacio métrico.

Nos encontramos con los conceptos de secuencia de Cauchy, espacio métrico completo,

espacio completamente metrizable, espacio de Banach, espacio polaco, y espacio de Souslin.

La completitud es un área importante en la teoría de los espacios métricos debido al papel

predominante que juega en aplicaciones en análisis. Los espacios de Banach son espacios

vectoriales, normados y completos; éstos son usados en muchos contextos en análisis y tienen

una rica teoría estructural. Vimos que todo espacio métrico tiene una terminación, es decir, éste

puede ser inmerso isométricamente en un espacio métrico completo. Por ejemplo, todo espacio

vectorial normado tiene una terminación que es un espacio de Banach.

Las contracciones fueron introducidas en el marco del concepto de punto �jo, y vimos la
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demostración del Teorema de la Contracción, el cual es también conocido como el Teorema

del Punto Fijo de Banach. Este teorema es muy útil en diversas aplicaciones, por ejemplo en

demostraciones sobre la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales.

Otro teorema poderoso demostrado en este capítulo fue el Teorema de la Categoría de Baire.

Introdujimos la noción topológica de espacio de Baire, y vimos que todo espacio completamente

metrizable es un espacio de Baire. En el trayecto, la noción de primera categoría o magro fue

introducida. Luego demostramos el Teorema de la Función Abierta que dice que una función

lineal continua y sobreyectiva de un espacio de Banach en otro espacio de Banach tiene que ser

una función abierta.
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